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Notations
Chapitre II
D : un solide
·0 : indice pour les grandeurs au temps intial t0 (e´tat non de´forme´)
·τ : indice pour les grandeurs au temps courant τ
·t : indice pour les grandeurs au temps pre´sent t
V, S : volume et surface du solide
F : transformation
C : conﬁguration
−→x : position
F : gradient de la transformation
J : Jacobien de la transformation
C,B : tenseurs des dilatations de Cauchy-Green droit et gauche
Ii i = 1, 3 : invariants des tenseurs des dilatations
E,A : tenseurs des de´formations de Green-Lagrange et d’Euler-Almansi
$ : tenseur des de´formations dans l’hypothe`se des petites perturbations
R : tenseur de rotation de la transformation
U, V : tenseurs des de´formations pures droit et gauche
[N ], [n] : matrices des vecteurs propres des de´formations C et B
λi i = 1, 3 : extensions principales
[Λ] : matrice diagonale des extensions principales
·α : indice pour les tenseurs relatifs a` une mesure ge´ne´ralise´e de la de´formation
σ,Π, S : tenseur des contraintes de Cauchy, premier tenseur de Piola-Kirchhoff, second
tenseur de Piola-Khirchhoff
ρ : masse volumique
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ST : partie de la frontie`re ou` les efforts sont impose´s
Su : partie de la frontie`re ou` les de´placements sont impose´s
−→
f : forces de volume
S : fonctionnelle de re´ponse
p : pression hydrostatique
W : fonction e´nergie de de´formation
C1, C2 : constantes mate´rielles du mode`le de Mooney
µn, αn : constantes mate´rielles du mode`le d’Ogden
J(t), G(t) : fonctions de retard et de relaxation
g0, g1(τ) : parame`tres mate´riels du mode`le de Christensen
g0n , αn, g1(τ) : parame`tres mate´riels du mode`le CBT ge´ne´ralise´
Chapitre III
nexp : nombre d’expe´riences
q : grandeur mesure´e (hauteur ou pression)
q : moyenne de la grandeur q
s[q] : e´cart type expe´rimental
R0, h0 : rayon et e´paisseur initiaux de la membrane plane
R : rayon courant de la membrane non de´forme´e
(r, z) : coordonne´es d’un point sur la membrane de´forme´e
h : e´paisseur courante de la membrane de´forme´e
λ1 : extension principale me´ridienne
λ2 : extension principale circonfe´rentielle
λ3 : extension principale normale
θ : angle de repe´rage pour la membrane axisyme´trique
T1, T2 : contraintes principales inte´gre´es de membrane
ρ1, ρ2 : rayons de courbure relatifs aux directions principales
·∗ : exposant pour les variables re´duites
A,B,C : fonctions intervenant dans le cas du souﬄage d’une membrane hypere´lastique
P0 : pression impose´e
λ0 : extension principale au poˆle impose´e
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z0 : cote du poˆle impose´e
g0, g1, τR : constantes du mode`le de Christensen
F1, F2, F3, F4 : fonctions intervenant dans le cas du souﬄage d’une membrane viscoe´lastique
tn,∆t : temps discret, pas de temps
he(ti) : hauteur mesure´e au temps ti
Pe(ti) : pression mesure´e au temps ti
Pc(ti) : pression calcule´e au temps ti
E : erreur au sens des moindres carre´s
Chapitre IV
·e : exposant pour les grandeurs relatives a` un e´le´ment ﬁni
[N(ξ, η)] : matrice d’interpolation
{X} : vecteur des positions nodales
{U} : vecteur des de´placements nodaux
{A} : vecteur nodal des quantite´s d’acce´le´ration
{Fint} : vecteur nodal des forces inte´rieures
{Fext} : vecteur nodal des forces exte´rieures
Rg : repe`re global
Rl : repe`re local lie´ a` l’e´le´ment de´forme´
·g : indice pour les grandeurs exprime´es dans le repe`re global
·l : indice pour les grandeurs exprime´es dans le repe`re local
[Rlg] : matrice de rotation entre la base locale et la base globale
ABC : e´le´ment ﬁni non de´forme´
abc : e´le´ment ﬁni de´forme´
δW e : contribution d’un e´le´ment ﬁni au travail total
{̂ELl }, {̂ENLl } : e´criture vectorielle du tenseur local des de´formations de Green-Lagrange,
composantes line´aire et non-line´aire respectivement
{̂Sl} : e´criture vectorielle du second tenseur de Piola-Khirchhoff
[BL], [BNL] : matrices reliant les vecteurs pre´ce´dents au vecteurs des de´placements nodaux
[B] : somme des deux matrices pre´ce´dentes
P : pression a` l’inte´rieur de la paraison
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[M e], [M e] : matrice masse e´le´mentaire et matrice masse e´le´mentaire diagonale
[M ], [M ] : matrice masse assemble´e et matrice masse diagonale assemble´e
∆t : pas de temps
∆tC : pas de temps critique
·n : indices pour les grandeurs relatives au temps discret tn
P0, P (t),∆P (t) : pression initiale des deux coˆte´s de la paraison, pression a` l’inte´rieur de la
paraison au temps t, diffe´rence de pression entre l’inte´rieur et l’exte´rieur de
la paraison au temps t
V0, V (t) : volume inte´rieur de la paraison, initialement et a` t
n0, n(t) : nombre de moles de gaz a` l’inte´rieur de la paraison, initialement et a` t
DEF : facette triangulaire du moule
N : position du noeud au temps tn
N ′ : position du noeud au temps tn−1
Introduction
Les matie`res plastiques occupent actuellement une place grandissante dans de nombreux
secteurs de l’industrie tels que l’automobile, l’isolation en e´lectronique et bien suˆr l’emballage.
Dans tous ces domaines, la mise en forme de ces mate´riaux est un proble`me d’actualite´ qui
fait l’objet de nombreuses recherches. La mise en forme des matie`res plastiques est maintenant
devenue un secteur d’activite´ a` part entie`re.
On distingue deux grands types de proce´de´s de mise en forme : l’un permettant la re´alisation
de pie`ces tridimensionnelles et l’autre permettant la fabrication de corps creux. Le premier type
concerne le proce´de´ d’injection et ne sera pas e´tudie´ ici. Le second type regroupe les proce´de´s
de mise en forme utilisant la technique de souﬄage, a` l’inte´rieur d’un moule, de membranes
polyme´riques chauffe´es. Parmi eux, le thermoformage permet la fabrication de corps creux
ouverts, les moulages par injection-e´tirement-souﬄage et par extrusion-souﬄage permettent,
pour leur part, la mise en forme de corps creux ferme´s. C’est a` ces proce´de´s que sont consacre´s
les pre´sents travaux.
Dans ce cadre ge´ne´ral, l’objectif de la simulation nume´rique est de fournir des outils d’aide
a` la conception des moules et de permettre une meilleure maˆıtrise des ge´ome´tries ﬁnales tout en
optimisant la quantite´ de matie`re utilise´e. Les programmes actuels de simulation des proce´de´s
de souﬄage utilisent, le plus souvent, la me´thode des e´le´ments ﬁnis et des lois de comportement
hypere´lastiques. Cependant, aﬁn de simuler les phe´nome`nes physiques avec plus de pre´cision,
une mode´lisation ﬁde`le du comportement viscoe´lastique des mate´riaux est indispensable.
Dans cette optique, nos travaux de recherche ont pour but :
- de mettre en e´vidence expe´rimentalement le caracte`re viscoe´lastique des mate´riaux a` leur
tempe´rature de mise en forme et d’identiﬁer les constantes mate´rielles des lois de com-
portement permettant de les mode´liser ;
- de de´velopper un code de calcul inte´grant ces lois et permettant la simulation des diffe´rents
proce´de´s.
Le premier chapitre est consacre´ a` une pre´sentation succincte des proce´de´s de mise en forme
de moulage par extrusion-souﬄage, injection-e´tirement-souﬄage et thermoformage ainsi que des
mate´riaux utilise´s, puis a` une e´tude bibliographique relative a` la simulation nume´rique de ces
proce´de´s.
Dans le second chapitre, apre`s quelques rappels de me´canique des milieux continus en grandes
de´formations, nous passons en revue les diffe´rentes lois de comportement hypere´lastiques et
viscoe´lastiques non-line´aires permettant la mode´lisation des polyme`res dans leur e´tat caoutchou-
tique. Une rapide estimation de leur faculte´ a` reproduire le comportement du mate´riau compare´e
aux difficulte´s de leur mise en œuvre nume´rique nous permet de retenir quatre mode`les que nous
utiliserons pour la simulation des proce´de´s : les mode`les hypere´lastiques de Mooney et d’Ogden,
et les mode`les viscoe´lastiques non-line´aires de Christensen et CBT ge´ne´ralise´.
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Le troisie`me chapitre de´crit la partie expe´rimentale de notre travail. Un dispositif d’essais
permettant le souﬄage de membranes initialement planes chauffe´es est de´veloppe´. Il est utilise´
pour la caracte´risation de l’ABS a` sa tempe´rature de mise en forme. Un syste`me d’acquisition
de donne´es permet l’obtention des courbes d’e´volution de la hauteur de la bulle et de la pres-
sion interne en fonction du temps. Le caracte`re viscoe´lastique du mate´riau est mis en e´vidence
et l’importance du roˆle joue´ par la pression a` l’inte´rieur de la membrane est souligne´e. Par-
alle`lement, la re´solution du proble`me de souﬄage libre d’une membrane circulaire plane permet
de mettre en place une me´thode de recalage des constantes mate´rielles des lois de comportement
que nous avons retenues pour notre e´tude.
Dans le quatrie`me chapitre, notre code de calcul pour la simulation des proce´de´s est pre´sente´.
Compte tenu du caracte`re dynamique des proce´de´s et des proble`mes d’instabilite´ fre´quemment
rencontre´s lors du souﬄage de membranes, nous avons adopte´ une formulation dynamique du
proble`me et une re´solution nume´rique base´e sur un sche´ma d’inte´gration temporelle explicite.
Les e´le´ments ﬁnis utilise´s sont des e´le´ments membranes triangulaires line´aires en grandes trans-
formations. Les spe´ciﬁcite´s de ce code de calcul sont pre´sente´es de fac¸on de´taille´e, elles concer-
nent :
- l’inte´gration des lois de comportement ;
- le calcul de l’e´volution de la pression a` l’inte´rieur de la paraison ;
- la mise en œuvre d’une technique de raffinement de maillage.
La validation est faite a` partir de re´sultats semi-analytiques concernant le souﬄage dynamique
de membranes sphe´riques et de re´sultats expe´rimentaux fournis par la bibliographie.
Deux applications industrielles, une pour le moulage par souﬄage et une pour le thermo-
formage, sont pre´sente´es dans le cinquie`me et dernier chapitre. Les re´sultats obtenus sont
satisfaisants et permettent de mettre l’accent sur l’importance de la loi de comportement pour
la de´termination de la pression interne et sur son peu d’inﬂuence sur la re´partition ﬁnale de
l’e´paisseur.
Chapitre I
Ge´ne´ralite´s sur la mise en forme des mate´riaux
plastiques par souﬄage
Dans ce premier chapitre, nous ferons quelques rappels d’ordre ge´ne´ral concernant les
proce´de´s de mise en forme des plastiques par des techniques de souﬄage. Nous pre´senterons tout
d’abord de manie`re succincte les diffe´rents proce´de´s industriels entrant dans ce cadre. Puis, nous
de´crirons le type de mate´riaux utilise´s dans ces proce´de´s en mettant l’accent sur leur comporte-
ment me´canique a` la tempe´rature de mise en forme ; pour chaque mate´riau, nous donnerons le
type de produits fabrique´s. Enﬁn, nous ferons une revue bibliographique des diffe´rents travaux
concernant la simulation nume´rique de ces proce´de´s en mettant en e´vidence l’importance de
toutes les e´tudes pre´liminaires consacre´es au souﬄage des membranes.
I.1 Principaux proce´de´s de mise en forme
Les trois grandes familles de proce´de´s de mise en forme par des me´thodes de souﬄage
sont l’extrusion-souﬄage, l’injection-e´tirement-souﬄage et le thermoformage. Dans ce para-
graphe, nous ne de´crirons que les grands principes de chacun des proce´de´s sachant qu’il existe
e´videmment de nombreuses solutions technologiques pour la mise en œuvre de chacun d’entre
eux. Pour des de´tails techniques sur ces proce´de´s, nous renvoyons le lecteur aux ouvrages de
re´fe´rence de Throne [THR 87] et de Rosato et Rosato [ROS 89].
Le principe ge´ne´ral de ces trois proce´de´s est le meˆme : il consiste tout d’abord a` fabri-
quer une structure mince de polyme`re (soit une paraison extrude´e, soit une pre´forme injecte´e
ante´rieurement, soit une feuille mince), a` la chauffer a` la tempe´rature de mise en forme , puis
a` venir la plaquer sur un moule a` l’aide d’une pression d’air. Au moment du contact avec le
moule, la pie`ce se refroidit, se rigidiﬁe. Ensuite, le produit ﬁnal peut eˆtre de´moule´.
I.1.1 Moulage par extrusion-souﬄage
Les e´tapes du proce´de´ sont pre´sente´s sur la ﬁgure I.1.
(1) Les granule´s de plastique pre´alablement chauffe´s a` la tempe´rature de fusion sont me´lange´s
par le mouvement d’une vis sans ﬁn qui les conduit a` la teˆte de l’extrudeuse. L’e´coulement
du plastique entre les deux cylindres la composant forme une paraison.
(2) Le moule compose´ de deux parties se referme sur la paraison.
(3) La paraison est alors souﬄe´e a` l’inte´rieur du moule puis extraite de celui-ci (le plan de
joint duˆ a` la fermeture du moule sera visible au fond du produit ﬁnal).
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matériau extrudé paraison
(1) (2) (3)
Figure I.1 : Diffe´rentes e´tapes du proce´de´ d’extrusion-souﬄage
Avantage : cadences e´leve´es.
Inconve´nients : la partie pince´e doit eˆtre e´barbe´e (reprise), les e´paisseurs sont difficiles a`
controˆler.
I.1.2 Moulage par injection-e´tirement-souﬄage
Les e´tapes du proce´de´ sont pre´sente´s sur la ﬁgure I.2.
Préforme injectée
précédemment
Tige d'étirage
(1) (2) (3)
Figure I.2 : Diffe´rentes e´tapes du proce´de´ d’injection-e´tirement-souﬄage
(1) Une pre´forme pre´alablement obtenue par injection (forme d’un tube a` essais avec une teˆte
ﬁlete´e) est place´e dans un moule. Cette pre´forme est rechauffe´e a` la tempe´rature de mise
en forme.
(2) Une tige d’e´tirage vient plaquer le fond de la pre´forme au fond du moule, simultane´ment
l’air est introduit pour le souﬄage.
(3) Le produit ﬁnal est de´moule´ (il y aura un point, duˆ a` l’action de la tige, au fond de celui-ci).
Avantages : suppression des ope´rations de ﬁnition, e´paisseurs controˆle´es, ouverture parfaite-
ment calibre´e (possibilite´ de goulot).
Inconve´nients : moules one´reux (un pour l’injection, un pour le souﬄage), limitation aux
re´cipients avec un axe de syme´trie (pas de manche par exemple), cadence plus lente que l’extrusion-
souﬄage.
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I.1.3 Thermoformage
Les e´tapes du proce´de´ sont pre´sente´s sur la ﬁgure I.3.
feui l le de plastique chauffée
vide
(1) (2)
Figure I.3 : Diffe´rentes e´tapes du proce´de´ de thermoformage
(1) Une feuille de plastique est chauffe´e puis place´e au dessus d’un moule creux.
(2) Une pression d’air (ge´ne´ralement, on fait le vide dans le moule) est applique´e et la feuille
vient se plaquer sur le moule
Avantages : moule simple et peu cher, petites se´ries envisageables, refroidissement rapide.
Inconve´nients : tole´rances ge´ome´triques limite´es, e´paisseurs non uniformes.
I.2 Mate´riaux utilise´s dans ces proce´de´s de mise en forme
Les mate´riaux concerne´s par les proce´de´s de mise en forme expose´s dans le paragraphe
pre´ce´dent sont essentiellement les polyme`res thermoplastiques, dont le plus connu est le polye´thyle`ne.
On dit souvent de ces polyme`res qu’ils sont line´aires, c’est-a`-dire qu’il n’y a quasiment
pas de liaisons covalentes entre les longues chaˆınes polyme´riques, mais seulement des liaisons
secondaires. C’est pourquoi les thermoplastiques se ramollissent lors de leur chauffage : les
liaisons secondaires liant les chaˆınes les unes aux autres se brisent et le mate´riau s’e´coule, ce qui
permet sa mise en forme. Le tableau I.1 pre´sente les thermoplastiques les plus utilise´s ainsi que
les produits qu’ils permettent de fabriquer.
Le comportement de ces mate´riaux de´pend essentiellement de leur tempe´rature. En fait, on
peut distinguer quatre types de comportement suivant la tempe´rature. Ceux-ci sont de´crits sur
la ﬁgure I.4 ou` sont pre´sente´es les diffe´rentes courbes contrainte-de´formation rencontre´es. Les
quatre comportements mis en e´vidence sont les suivants :
A. pour des tempe´ratures tre`s en dessous de la tempe´rature de transition vitreuse, Tg, (courbe
A de la ﬁgure I.4), la contrainte augmente line´airement vers le point de rupture avec
l’augmentation de la de´formation, et la rupture fragile apparaˆıt pour de faibles de´formations
(de l’ordre de 10 %) ;
B. pour des tempe´ratures un peu plus e´leve´es, mais toujours infe´rieures a` la tempe´rature de
transition vitreuse (courbe B), la courbe ressemble a` la courbe contrainte-de´formation d’un
me´tal ductile : une contrainte maximale de plastification est atteinte avant la rupture ;
C. pour des tempe´ratures encore plus e´leve´es (toujours sous Tg), les thermoplastiques devi-
ennent plastiques (courbe C). Comme pre´ce´demment la plastification apparaˆıt pour des
de´formations de l’ordre de 10% mais il n’y a pas rupture : la contrainte chute jusqu’a` un
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Nom du polyme`re Produits fabrique´s
Polye´thyle`ne haute ou basse
densite´ (PE, HD ou LD)
Tubes, ﬁlms minces, bouteilles, emballages, . . .
Polychlorure de vinyle (PVC) Chaˆssis de feneˆtres, disques, . . .
Polypropyle`ne (PP)
Meˆmes applications que le PE, mais plus le´ger
et plus re´sistant
Polyte´traﬂuore´thyle`ne
(Te´ﬂon) (PTFE)
Reveˆtement de mate´riel de cuisine, palliers,
joints, . . .
Polystyre`ne (PS) Objets moule´s bon marche´, emballages, . . .
Polyme´thylme´thacrylate
(PMMA)
Feuilles transparentes, vitres, pare-brises feuil-
lete´s, . . .
Polyester (PET) Films photographiques, cassettes, bouteilles, . . .
Acrylonitrile butadie`ne
styre`ne (ABS)
Tuyaux, boˆıtiers d’appareils e´lectriques, . . .
Tableau I.1: Diffe´rents polyme`res thermoplastiques et leurs utilisations industrielles
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Figure I.4 : Diffe´rentes courbes contrainte-de´formation pour un polyme`re thermoplastique en
fonction de sa tempe´rature : A. rupture fragile, B. rupture ductile, C. e´tirage a`
froid, D. comportement caoutchoutique (d’apre`s [WAR 83])
plateau pour lequel les de´formations peuvent atteindre 300%. Apre`s une dernie`re phase
de durcissement, la rupture intervient ;
D. pour des tempe´rature au dessus de Tg, le comportement devient caoutchoutique (courbe
D) : la contrainte croˆıt constamment avec la de´formation, en passant par un pallier ou`
elle reste quasiment constante. Le comportement est e´lastique ou viscoe´lastique (avec une
faible viscosite´) et les de´formations atteintes avant la rupture sont de l’ordre de 300 a`
1000%.
Lors de la mise en forme, les mate´riaux sont chauffe´s loin au dessus de leur tempe´rature de
transition vitreuse et ont donc un comportement de type caoutchouc (voir le cas D pre´ce´dent).
De plus, sous ce type de sollicitations, ils sont suppose´s incompressibles. Dans ce contexte,
nous e´tudierons et adopterons des lois de comportement classiquement utilise´es pour mode´liser
le comportement du caoutchouc.
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I.3 E´tat de l’art pour la simulation des proce´de´s de moulage
par souﬄage et de thermoformage
Au contraire de la mise en forme des me´taux, la simulation des proce´de´s lie´s aux plastiques
est un domaine de recherche assez re´cent. Dans ce cadre, les auteurs s’entendent sur l’utilisation
d’hypothe`ses simpliﬁcatrices, la plus re´pandue consistant a` conside´rer la paraison comme une
membrane (e´tat de contrainte plan) soumise a` de grandes de´formations.
Dans ce paragraphe, nous ferons une revue bibliographique des diffe´rents travaux sur le sujet.
La premie`re partie de cette revue sera consacre´e aux proble`mes de souﬄage de membrane qui
ne font pas explicitement re´fe´rence aux proce´de´s de mise en forme, mais que l’on peut qualiﬁer
malgre´ tout de pre´curseurs. La seconde partie traitera des travaux (souvent plus re´cents) qui se
re´fe`rent explicitement au moulage par souﬄage ou au thermoformage.
I.3.1 E´tude des membranes en grandes de´formations
Tous les travaux qui suivent correspondent a` des proble`mes quasi-statiques.
Les premiers travaux que l’on recense datent de 1950-1960 et sont l’œuvre d’Adkins et Rivlin
[ADK 52], et Green et Adkins [GRE 60]. Ces travaux posent les bases the´oriques des proble`mes
des membranes hypere´lastiques soumises a` des chargements en pression.
Plus tard, Foster [FOS 67a], [FOS 67b] ainsi que Hart-Smith et Crisp [HS 67] et Klingbeil et
Shield [KLI 64] s’inte´ressent plus particulie`rement aux proble`mes a` syme´trie de re´volution. Ils
font varier les mode`les de comportement hypere´lastiques et re´solvent les syste`mes diffe´rentiels,
avec conditions aux limites aux deux extre´mite´s de l’intervalle de de´ﬁnition, par des me´thodes
du type me´thode du tir.
Dans le meˆme temps, Oden et Sato [ODE 67] sont les premiers a` utiliser la me´thode des
e´le´ments ﬁnis pour les proble`mes de membranes e´lastiques en grandes de´formations. Les auteurs
discre´tisent la membrane en e´le´ments triangulaires line´aires. Ces e´le´ments sont les plus utilise´s
dans ce type de proble`me car toutes les grandeurs sont constantes par e´le´ment, ce qui permet
d’utiliser sans difficulte´ l’hypothe`se d’incompressibilite´ pour le calcul de l’e´paisseur.
A partir des anne´es 1970, Feng et al. s’inte´ressent a` de tre`s nombreux proble`mes de mem-
branes : cas a` syme´trie de re´volution [YAN 70], cas plus ge´ne´ral sans hypothe`se de syme´trie
pour des mate´riaux de type ne´o-hooke´en [YAN 73] ou de type Mooney-Rivlin [FEN 74a]. Ils
abordent les proble`mes lie´s a` la prise en compte du contact sans frottement [FEN 73], [FEN 74b].
Pour les proble`mes a` syme´trie de re´volution, les auteurs adoptent une me´thode de re´solution
de Runge-Kutta couple´e a` une me´thode de tir ; pour les ge´ome´tries quelconques, ils utilisent la
me´thode de Ritz sur un maillage de la membrane. Plus tard, Feng seul reprendra ses travaux sur
les membranes en incorporant des lois de comportement viscoe´lastiques non-line´aires [FEN 85]
et s’inte´ressera au recalage de ces lois [FEN 92].
Les proble`mes de membranes viscoe´lastiques axisyme´triques ont e´te´ e´tudie´s dans le de´tail par
Wineman. Il re´sout les proble`mes de souﬄage d’une membrane initialement plane [WIN 76], de
membranes a` syme´trie de re´volution [WIN 78], mais aussi le proble`me plus complexe d’e´tirement
et de souﬄage simultane´s d’une membrane cylindrique [WIN 79]. Ses travaux portent essen-
tiellement sur l’inte´gration nume´rique du mode`le viscoe´lastique K-BKZ. La re´solution nume´rique
se fait, la` aussi, par une me´thode du tir.
Plus re´cemment, Warby et Whiteman [WAR 88] utilisent un mode`le de comportement
viscoe´lastique de´rive´ du mode`le hypere´lastique de Mooney-Rivlin pour e´tudier, par la me´thode
des e´le´ments ﬁnis, les membranes a` syme´trie de re´volution entrant en contact avec un moule.
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Comme nous le verrons par la suite et comme l’a rappele´ Beatty [BEA 87], les proble`mes de
souﬄage de membranes laissent apparaˆıtre des phe´nome`nes d’instabilite´ dus a` la relation entre
la pression interne de la membrane et le volume de celle-ci. Alexander les a mis en e´vidence
expe´rimentalement et nume´riquement pour le souﬄage d’une sphe`re hypere´lastique [ALE 71b]
et sur le proble`me d’e´tirement et de souﬄage simultane´s de membranes cylindriques [ALE 71a]
. Le cas de la membrane sphe´rique a e´te´ traite´ par Shang [SHA 91] et celui du cylindre e´tire´
par Benedict et al. [BEN 79]. Khayat et al. [KHA 92] ont e´tudie´ dans le de´tail les proble`mes
d’instabilite´ d’un cylindre simplement souﬄe´ et notamment l’apparition d’hernies sur celui-ci
pour certaines valeurs de la pression. Plus re´cemment et sur la base de ce dernier article, Shi et
Moita [SHI 96] proposent une solution nume´rique pour la de´tection des points de bifurcation et
le de´passement de ceux-ci. Tous ces travaux ne concernent que la de´tection des instabilite´s et les
me´thodes pour e´viter de les rencontrer et non les comportements lie´s aux bifurcations (pertes
de syme´trie, ...).
Les travaux concernant le comportement dynamique des membranes sont beaucoup plus
rares. Dans le cadre de ce travail, nous ne citerons que les revues bibliographiques de Jenkins
et Leonard [JEN 91] et Jenkins [JEN 96]. Ces revues tre`s ge´ne´rales donnent une bonne ide´e
de l’e´tat de l’art dans ce domaine. De plus, nous citerons les travaux d’Akkas [AKK 78] sur
les instabilite´s en dynamique, ces travaux ayant e´te´ le point de de´part de nos travaux dans ce
domaine.
I.3.2 Simulation des proce´de´s de mise en forme
I.3.2.1 Premiers travaux : e´tudes semi-analytiques
Les premiers travaux releve´s dans la bibliographie ne concernent que des solutions relatives
a` des cas simples a` syme´trie de re´volution utilisant l’hypothe`se de membrane.
En 1970, Williams [WIL 70] fut le premier a` s’inte´resser a` la simulation du thermoformage.
Il utilise un mode`le ne´o-hooke´en pour le comportement du PMMA et e´tudie le thermoformage
dans un moule simple de ge´ome´trie coˆnique (contact collant). Il fournit des re´sultats concernant
l’e´paisseur et la pression de gonﬂement qu’il compare a` des donne´es expe´rimentales. Ces premiers
re´sultats sont encourageants. En 1980, Petrie et Ito [PET 80] utilisent une approche similaire
pour le souﬄage de cylindres de forme ge´ne´rale et de´montrent la faisabilite´ de calculs complexes
de ce type (toujours dans le cadre axisyme´trique). De plus, ils s’inte´ressent de tre`s pre`s aux
conditions de contact et montrent que l’hypothe`se de contact collant est suffisante dans la
majorite´ des cas. Ces deux articles se re´ve`lent eˆtre les pre´curseurs dans la simulation des
proce´de´s : la plupart des auteurs citent ces re´fe´rences dans leurs articles.
Un peu plus tard, Ryan et Dutta s’inte´ressent de pre`s au proce´de´ d’extrusion-souﬄage dans
une se´rie d’articles [RYA 82a], [RYA 82b], [DUT 84]. Ils se consacrent tout d’abord au souﬄage
libre [RYA 82a] aussi bien expe´rimentalement qu’analytiquement. Ils montrent que la membrane
adopte, lors du souﬄage, plutoˆt une forme d’ellipso¨ıde que de cylindre et que les mate´riaux
peuvent eˆtre mode´lise´s par des lois de comportement viscoe´lastiques ﬂuides. En utilisant ces
premie`res observations, ils e´tudient la formation de la paraison par e´coulement lors de la phase
d’extrusion et souﬄe la membrane obtenue dans un moule paralle´le´pipe`dique [RYA 82b]. Plus
tard, ils s’inte´ressent a` la dynamique du proce´de´ pour le souﬄage du PEHD et notamment a`
l’e´volution du contact et a` l’inﬂuence de la pression de souﬄage [DUT 84]. La comparaison de
ces re´sultats a` l’expe´rience est assez satisfaisante, meˆme si l’hypothe`se d’e´paisseur constante a`
la ﬁn du souﬄage libre sera beaucoup critique´e (voir discussion a` la ﬁn de [RYA 82b]).
Pour clore ce paragraphe sur le traitement semi-analytique du proble`me, nous citerons
l’article de Cakmak et al. [CAK 85] qui s’inte´ressent au proce´de´ d’injection-e´tirement-souﬄage
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et plus pre´cise´ment a` la phase d’e´tirement et de souﬄage simultane´s. A partir d’observations
expe´rimentales, les auteurs de´veloppent un mode`le analytique simple pour estimer les contraintes
dans la membrane lors du souﬄage. Ils ne choisissent pas de loi de comportement et n’obtiennent
donc pas les e´paisseurs ﬁnales.
I.3.2.2 De´veloppements plus re´cents : me´thode des e´le´ments ﬁnis
Apre`s cette premie`re phase, pendant laquelle les auteurs ont observe´ les phe´nome`nes et
de´veloppe´ des mode`les axisyme´triques simples, sont apparus les premiers articles concernant
la simulation des proce´de´s par la me´thode des e´le´ments ﬁnis. Ceux-ci datent du milieu des
anne´es 1980. Dans ce paragraphe, nous ferons une revue bibliographique des travaux les plus
signiﬁcatifs en insistant sur les hypothe`ses faites par les auteurs. En premier lieu, citons le travail
de Zamani et al. qui, en 1989, ont fait une bonne revue des diffe´rentes publications concernant
le thermoformage jusqu’a` cette date [ZAM 89].
Les travaux les plus connus sont ceux de deLorenzi et Nied de la General Electric Com-
pany. Ils simulent aussi bien les proble`mes de souﬄage que de thermoformage, a` la fois pour
les proble`mes bidimensionnels [DEL 87] que tridimensionnels [DEL 90], [DEL 91]. A partir
d’observations expe´rimentales, ils adoptent l’hypothe`se de membrane (valide sauf pre`s des ﬁxa-
tions), approchent le comportement des mate´riaux par des mode`les hypere´lastiques (notamment
par des mode`les d’Ogden a` un terme), prennent en compte l’e´volution de la tempe´rature et con-
side`rent le contact comme collant. Ils re´solvent les proble`mes quasi-statiques et les e´le´ments
ﬁnis sont des triangles ou des quadrilate`res a` interpolation line´aire. Leurs re´sultats sont valide´s
sur des cas expe´rimentaux et les auteurs observent que la forme de la loi de comportement
n’inﬂuence pas la ge´ome´trie ﬁnale du produit (notamment la re´partition de l’e´paisseur) mais
seulement la pression interne et les contraintes dans la membrane.
Dans le meˆme temps, Charrier et al. de l’Universite´ McGill de Montre´al ont de´veloppe´ un
code de calcul pour le souﬄage de membranes. Ils s’inte´re`ssent tout d’abord aux proble`mes
hypere´lastiques axisyme´triques [CHA 87], et tridimensionnels [CHA 89], puis ils mettent en
e´vidence l’inﬂuence de la viscoe´lasticite´ des mate´riaux en incorporant le mode`le de Christensen
a` leur programme [SHR 93]. La formulation est quasi-statique et les e´le´ments ﬁnis sont des
triangles line´aires. Les auteurs explorent le proble`me des conditions de contact (contact avec
ou sans glissement) et comparent leurs re´sultats a` des donne´es analytiques [SHR 93] mais aussi
expe´rimentales [CHA 89] obtenues sur du caoutchouc.
Au de´but des anne´es 1990, apre`s avoir adopte´ l’hypothe`se classique de membrane [SON 91],
Song et al. e´tudient le moulage par l’application d’un poinc¸on [SON 92] en utilisant des e´le´ments
ﬁnis permettant le prise en compte de la ﬂexion. Ces re´sultats leur permettent de localiser les
zones d’initiation de la rupture [SON 92].
Nous citerons aussi le CEMEF (Sophia Antipolis), ou` des travaux ont e´te´ mene´s sur l’e´tirement-
souﬄage [SCH 92], [SCH 96], sur l’extrusion-souﬄage [RV 95] et le thermoformage de multi-
couches [VAN 95]. Ces travaux utilisent des lois de comportement viscoe´lastiques liquides ou
viscoplastiques. Le code de calcul inte`gre des e´le´ments mixtes de´placement-pression [SCH 96]
et un module de remaillage [RV 95].
Toujours actuellement, quelques auteurs utilisent une formulation dynamique du proble`me
pour e´viter les difficulte´s de convergence rencontre´es lors de la re´solution des proble`mes quasi-
statiques, difficulte´s dues aux tre`s fortes non-line´arite´s. Rachik et al. [RAC 93], [RAC 94] ont
adapte´ leurs connaissances des proce´de´s d’emboutissage des me´taux au cas de la mise en forme
des plastiques. Dans ces travaux, les mate´riaux sont mode´lise´s par des lois de comportement hy-
pere´lastiques et viscoe´lastiques diffe´rentielles et les auteurs utilisent un algorithme de re´solution
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explicite avec l’ajout d’une matrice d’amortissement pour reproduire les re´sultats quasi-statiques.
Dans le meˆme esprit, Bourgin et al. [BOU 95], [D’O 95] utilisent ce type de re´solution (sans
amortissement) pour le proce´de´ de thermoformage. L’accent est mis sur l’e´volution de la pression
a` l’inte´rieur du moule lors du gonﬂement de la membrane.
A l’Institut des Mate´riaux Industriels (Conseil National de Recherche du Canada, Boucherville),
Khayat et Derdouri se sont inte´resse´s aux proble`mes de souﬄage dans le cadre quasi-statique. Les
e´quations diffe´rentielles du proble`me de membrane [GRE 60] sont conside´re´es sans discre´tisation
initiale du domaine en e´le´ments ﬁnis. La discre´tisation se fait sur le domaine de calcul ou` les
e´quations sont de´ﬁnies et non sur la structure de´forme´e. La re´solution utilise une me´thode
couplant les e´le´ments ﬁnis aux diffe´rences ﬁnies. L’attention des auteurs s’est porte´e sur
les cas du contact multiple et de l’inﬂuence des parame`tres du mode`le de Mooney dans les
proble`mes a` syme´trie de re´volution [KHA 94a]. De plus, ces travaux sont compare´s a` des
re´sultats expe´rimentaux obtenus dans leur laboratoire [KHA 94b] et e´tendus au proble`me de
l’e´tirement-souﬄage [KHA 95].
Pour conclure cette revue, nous donnerons les orientations re´centes dans ce domaines. On
peut citer le remaillage des membranes au cours du calcul [RV 95], mais aussi et surtout les
me´thodes inverses qui permettraient de dimensionner la pre´forme (et notamment son e´paisseur)
pour obtenir, par exemple une e´paisseur constante du produit ﬁnal. Citons par exemple les
travaux de Ben Chaabane et Batoz [BC 94], [BC 95], ou encore de Lee et Soh [LEE 96].
Chapitre II
Rappels ge´ne´raux
Dans ce chapitre, quelques e´le´ments ne´cessaires a` notre e´tude sont rappele´s. Dans une
premie`re partie, les grandeurs de la me´canique des milieux continus utilise´es pour l’e´tude des
proble`mes en grandes de´formations sont de´crites. On trouvera dans [SID 82] et [DUB 86] une
pre´sentation plus ge´ne´rale et plus comple`te du sujet.
Ensuite, nous pre´sentons quelques mode`les de comportement (hypere´lastiques et viscoe´lastiques)
utilise´s pour la description des mate´riaux dont le comportement est de type caoutchouc, notam-
ment les polyme`res fondus lors de leur mise en forme.
II.1 Rappels de me´canique des milieux continus
On conside`re un solide D, initialement de volume V0 et de frontie`re S0. Au cours de la
transformation F , le solide admet pour volume V˜ et pour frontie`re S˜ au temps courant τ. A
l’instant pre´sent t, D admet pour volume V et pour frontie`re S.
II.1.1 Mouvement
Soit un point mate´riel (ou particule P ) de D. Ce point occupe la position
−→
X lorsque le solide
D est dans la conﬁguration de re´fe´rence C0 au temps t0, la position
−→˜
x dans la conﬁguration Cτ
au temps courant τ et la position −→x dans la conﬁguration actuelle Ct au temps actuel t. La
ﬁgure II.1 pre´sente ces diffe´rentes notations.
Remarque : dans ce qui suit, nous de´crirons toujours l’e´tat du solide D au temps courant τ ,
et ce dans diffe´rentes conﬁgurations.
Souvent, en me´canique du solide, la conﬁguration initiale non de´forme´e est adopte´e comme
conﬁguration de re´fe´rence. Comme on le verra par la suite, on peut adopter d’autres conﬁgura-
tions de re´fe´rence (de´forme´es ou abstraites) [TRU 66].
La description des grandeurs au temps courant τ par rapport a` la conﬁguration de re´fe´rence
non de´forme´e initiale est dite description lagrangienne. La description des grandeurs au temps
courant τ par rapport a` la conﬁguration courante est dite description eule´rienne.
La position instantane´e de P au temps τ est fournie par une fonction de la position de
re´fe´rence
−→
X et du temps e´coule´ τ :
−→˜
x =
−→˜
x
(−→
X, τ
)
=
−→
X +
−→˜
u
(−→
X, τ
)
(II.1)
ou`
−→˜
u est le vecteur de´placement de la particule P .
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Figure II.1 : Description du mouvement. Conﬁgurations
De meˆme, en conside´rant Ct comme conﬁguration de re´fe´rence, on peut de´crire la position
de P au temps τ par une fonction de la position actuelle −→x et du temps τ :
−→˜
x =
−→˜
xt (
−→x , τ) = −→x +−→˜ut (−→x , τ) (II.2)
Ce type de description pour laquelle la conﬁguration de re´fe´rence est la conﬁguration a` l’instant
t, Ct, est dite ! relative " [TRU 66] ou ! lagrangienne re´actualise´e " [SID 82].
II.1.2 Tenseur gradient de la transformation
II.1.2.1 De´ﬁnition
Pour de´ﬁnir le mouvement local de la particule P , on utilise le tenseur gradient de la trans-
formation au point mate´riel P :
−→
dx˜ = F
(−→
X, τ
)−→
dX avec F
(−→
X, τ
)
= ∇−→
X
−→˜
x
(−→
X, τ
)
= I +∇−→
X
−→˜
u
(−→
X, τ
)
(II.3)
Si l’on utilise la description relative (II.2), on de´ﬁnit le tenseur gradient suivant :
−→
dx˜ = Ft (
−→x , τ)−→dx avec Ft (−→x , τ) = ∇−→x
−→˜
xt (
−→x , τ) = I +∇−→x
−→˜
ut (
−→x , τ) (II.4)
De meˆme que F
(−→
X, t0
)
= I, Ft (
−→x , t) = I.
Dans toute la suite, on conside´rera acquis que les grandeurs de´ﬁnies sont des grandeurs
locales au voisinage du point mate´riel P a` l’instant τ et on ne notera plus la de´pendance de ces
grandeurs par rapport a` l’espace et au temps. Cependant, lorsqu’une ambigu¨ıte´ est possible pour
la valeur de la variable temps, celle-ci sera pre´cise´e (cf (II.5)). De plus, la distinction entre la
description classique ou` la conﬁguration de re´fe´rence est C0 et celle, relative, ou` la conﬁguration
de re´fe´rence est Ct ne sera plus faite que par l’indice ·t :
Exemple : F
(−→
X, τ
)
→ F et Ft (−→x , τ) → Ft
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Remarque : on peut lier les deux e´critures (II.3) et (II.4) par la relation suivante :
Ft (τ) = F (τ)F
−1
(t) (II.5)
II.1.2.2 Transformation de grandeurs e´le´mentaires
A partir des de´ﬁnitions pre´ce´dentes, on montre aise´ment [DUB 86] :
• qu’un e´le´ment de volume initial dV0 se transforme en d˜V par :
d˜V = JdV0 (II.6a)
J = det
(
F
)
(II.6b)
• qu’un e´le´ment de surface initial oriente´ dS0−→N0 se transforme en d˜S
−→˜
n par :
d˜S
−→˜
n = JF
−t
dS0
−→
N0 (II.7)
II.1.3 Tenseurs des de´formations
Dans ce paragraphe, nous de´ﬁnissons les diffe´rents tenseurs des dilatations et des de´formations
classiques et mettons en e´vidence l’existence de directions principales. Ceci nous permettra
d’introduire la notion de mesure de de´formation ge´ne´ralise´e que nous utiliserons par la suite
dans certaines lois de comportement.
Nous ne de´velopperons ici que les expressions relatives a` la description classique (II.1). Les
diffe´rentes grandeurs associe´es a` la description relative (II.2) peuvent e´videmment eˆtre de´ﬁnies
de manie`re similaire.
II.1.3.1 Tenseurs des dilatations
Soient d
−→
X et d
−→
Y deux vecteurs e´le´mentaires dans l’espace de la conﬁguration initiale C0.
Apre`s de´formation, ces vecteurs deviennent d
−→˜
x et d
−→˜
y dans l’espace de la conﬁguration courante
Cτ . Le produit scalaire de ces vecteurs s’e´crit alors :
d
−→˜
x .d
−→˜
y = d
−→
X C d
−→
Y (II.8)
avec
C = F
t
F (II.9)
Le tenseur C est le tenseur de Cauchy-Green droit. Ce tenseur est lagrangien : il est de´ﬁni
sur la conﬁguration de re´fe´rence C0.
En inversant la relation (II.8), on obtient le tenseur de Cauchy-Green gauche, tenseur eule´rien
de´ﬁni sur la conﬁguration de´forme´e Cτ :
d
−→
X.d
−→
Y = d
−→˜
x B
−1
d
−→˜
y (II.10)
avec :
B = F F
t
(II.11)
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Pour l’e´tude du comportement isotrope des mate´riaux, il nous faut introduire les trois in-
variants du tenseur des de´formations de Green-Lagrange C :
I1 = tr
(
C
)
(II.12a)
I2 =
1
2
[(
tr
(
C
))2
− tr
(
C
2
)]
(II.12b)
I3 = det
(
C
)
(II.12c)
Il faut noter que les invariants du tenseur eule´rien B sont les meˆmes que ceux de C.
II.1.3.2 Tenseurs des de´formations classiques
Pour mesurer la de´formation au point P , on estime la variation du produit scalaire de deux
vecteurs issus de P , d
−→
X et d
−→
Y , entre les conﬁgurations initiale C0 et de´forme´e Cτ . Dans la
description lagrangienne, on exprime cette variation par rapport aux vecteurs initiaux :
d
−→˜
x .d
−→˜
y − d−→X.d−→Y = 2d−→X E d−→Y (II.13a)
E =
C − I
2
(II.13b)
E est le tenseur de Green-Lagrange.
De meˆme, en e´criture eule´rienne, cette variation est exprime´e en fonction des vecteurs dans
la conﬁguration de´forme´e courante :
d
−→˜
x .d
−→˜
y − d−→X.d−→Y = 2d−→˜x Ad−→˜y (II.14a)
A =
I −B−1
2
(II.14b)
A est le tenseur d’Euler-Almansi.
II.1.3.3 Hypothe`se des petites perturbations
En utilisant le gradient du de´placement (II.3), le tenseur des dilatations de Green-Lagrange
peut eˆtre e´crit sous la forme :
C =
(
I +∇−→˜u
)t (
I +∇−→˜u
)
(II.15)
Dans l’hypothe`se des petites perturbations, c’est a` dire petits de´placements et petites de´formations,
les inﬁniment petits du second ordre peuvent eˆtre ne´glige´s :
C ' I +∇−→˜u +∇−→˜u t (II.16)
Par des calculs similaires et en notant :
ε =
∇−→˜u +∇−→˜u t
2
(II.17)
on montre aise´ment :
C = B = I + 2ε (II.18a)
E = A = ε (II.18b)
Sous l’hypothe`se des petites perturbations les tenseurs lagrangiens et eule´riens sont confondus,
les conﬁgurations initiale et actuelle sont elles aussi confondues.
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II.1.3.4 De´composition polaire. Directions principales
En utilisant le the´ore`me de de´composition polaire de Cauchy, le tenseur F s’e´crit sous la
forme :
F = R U = V R (II.19)
ou` R est un tenseur de rotation (R
−1
= R
t
et detR = 1) et U , V sont respectivement les
tenseurs de´ﬁnis positifs des de´formations pures droit et gauche. Cette e´quation se´pare le gradient
de la transformation en rotation pure et de´formation pure dans l’ordre de´sire´ (rotation puis
de´formation ou inversement). Ces de´compositions sont uniques.
Les tenseurs des dilatations permettent d’e´liminer la composante rotationnelle de la de´formation :
ils ne font appel qu’aux de´formations pures. En effet, en utilisant respectivement (II.9) et (II.19),
et (II.11) et (II.19) :
C = U
2
(II.20a)
B = V
2
(II.20b)
De par les de´ﬁnitions de C et B (e´quations (II.9) et (II.11)), ces tenseurs sont syme´triques et
de´ﬁnis positifs ; leurs matrices repre´sentatives peuvent eˆtre diagonalise´es sous la forme :
[C] = [N ]
[
Λ2
]
[N ]−1 (II.21a)
[B] = [n]
[
Λ2
]
[n]−1 (II.21b)
ou` [N ] et [n] sont les matrices contenant respectivement les vecteurs propres de [C] et [B]
qui de´ﬁnissent les directions principales de dilatation respectivement dans la conﬁguration de
re´fe´rence C0 et courante Cτ , et ou` [Λ] est la matrice diagonale des extensions principales λi,
i = 1, 3 (valeurs propres de U et V ) :
[Λ] =
 λ1 λ2
λ3
 (II.22)
λ1, λ2, λ3 e´tant impose´s positifs.
On e´tablit alors simplement les relations suivantes :
[F ] = [n] [Λ] [N ]−1 (II.23a)
[n] = [R] [N ] (II.23b)
[U ] = [N ] [Λ] [N ]−1 (II.23c)
[V ] = [n] [Λ] [n]−1 (II.23d)
[B] = [R] [C] [R]t (II.23e)
De meˆme, d’apre`s les de´ﬁnitions des tenseurs des de´formations E et A, ceux-ci admettent
les meˆme directions propres que C et B et ont pour valeurs propres respectives
λ2i−1
2 et
1−λ−2i
2 ,
i = 1, 3. Il faut noter que dans le cas d’une rotation pure (λi = 1), les de´formations sont nulles.
Avec les extensions principales, les invariants de C et B s’e´crivent sous la forme suivante :
I1 = λ
2
1 + λ
2
2 + λ
2
3 (II.24a)
I2 = λ
2
1λ
2
2 + λ
2
2λ
2
3 + λ
2
3λ
2
1 (II.24b)
I3 = λ
2
1λ
2
2λ
2
3 (II.24c)
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II.1.3.5 Notion de de´formation ge´ne´ralise´e
Les mesures des de´formations pre´sente´es pre´ce´demment ne sont pas les seules possibles.
En effet, plus ge´ne´ralement, une mesure de de´formation doit ve´riﬁer les conditions suivantes
[CHA 76a] :
- la mesure de de´formation associe´e a` une transformation de solide rigide doit eˆtre nulle ;
- elle doit s’annuler lorsque le tenseur gradient de la transformation est l’identite´ ;
- le tenseur des de´formations doit eˆtre un tenseur du second ordre isotrope fonction de C
ou B ;
- les valeurs propres de ce tenseur doivent eˆtre positives si les extensions principales corres-
pondantes sont supe´rieures a` 1 ;
- dans l’hypothe`se des petites perturbations, ce tenseur doit se re´duire au tenseur ε de´ﬁni
pre´ce´demment (II.17).
Le choix des tenseurs E et A est arbitraire. On peut de´ﬁnir des tenseurs de de´formation
ge´ne´ralise´e lagrangien et eule´rien, par l’interme´diaire de leur matrice repre´sentative, sous la
forme :
[Egen] = [N ] [ΦLag ([Λ])] [N ]
−1 (II.25a)
[Agen] = [n] [ΦEul ([Λ])] [n]
−1 (II.25b)
ou` les fonctions de de´formation ge´ne´ralise´e [ΦLag ([Λ])] et [ΦEul ([Λ])], respectivement lagran-
gienne et eule´rienne, sont des fonctions matricielles de [Λ]. Comme mentionne´ plus haut, elles
doivent ve´riﬁer :
[ΦLag ([I])] = [ΦEul ([I])] = [0] (II.26)
avec [I] la matrice identite´ et [0] la matrice nulle.
Une forme particulie`re de ces fonctions est [HIL 78] :
[ΦLag ([Λ])] = [ΦEul ([Λ])] =
[Λ]α − [I]
α
α (= 0 (II.27a)
[ΦLag ([Λ])] = [ΦEul ([Λ])] = ln [Λ] α = 0 (II.27b)
Cette fonction est appele´e mesure de la de´formation d’ordre α ou` α ∈ IR. Ces de´formations
ge´ne´ralise´es ont e´te´ utilise´es pour la premie`re fois par Seth [SET 64].
Remarque : les tenseurs classiques pre´sente´s pre´ce´demment en II.1.3.2 sont en fait des cas
particuliers des tenseurs de de´formation ge´ne´ralise´e avec α = 2 pour E et α = −2 pour A.
Remarque : dans toute la suite, on exclura le cas ou` α = 0, cas de la mesure de de´formation
de Hencky, parfois utilise´e pour les me´taux.
En e´criture tensorielle, on note, de fac¸on ! symbolique " [CHA 76a] :
Eα =
C
α
2 − I
α
(II.28a)
Aα =
I −
(
B
α
2
)−1
α
(II.28b)
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De meˆme que pour les tenseurs classiques, on de´ﬁnit les invariants des tenseurs des dilatations
C
α
2
et B
α
2
pre´ce´dents [BLA 74]. En fonction des e´longations principales, ceux-ci s’e´crivent :
I1α = λ
α
1 + λ
α
2 + λ
α
3 (II.29a)
I2α = λ
α
1λ
α
2 + λ
α
2λ
α
3 + λ
α
3λ
α
1 (II.29b)
I3α = λ
α
1λ
α
2λ
α
3 (II.29c)
II.1.3.6 Retour a` la description relative
Par analogie, on de´ﬁnit les tenseurs Ct, Bt, Et, At, Rt, Ut, Vt pour la description relative
entre Ct et Cτ .
Ct et Bt peuvent eˆtre relie´s a` C par :
Ct (τ) = F
−t
(t)C (τ)F
−1
(t) (II.30a)
Bt (τ) = F (τ)C
−1
(t)F
t
(τ) (II.30b)
De meˆme, les tenseurs des dilatations et des de´formations ge´ne´ralise´es Ct
α
2
, Bt
α
2
, Eαt , Aαt
peuvent eˆtre de´ﬁnis.
Exemple : ces tenseurs relatifs ge´ne´ralise´s sont eux aussi obtenus a` partir de leur e´criture dans
la base propre. Par exemple :
[
C
α
2
t (τ)
]
= [Nt(τ)]

λα1 (τ)
λα1 (t)
λα2 (τ)
λα2 (t)
λα3 (τ)
λα3 (t)
 [Nt(τ)]−1 (II.31)
ou` λi(τ), i = 1, 3 sont les extensions principales pour la transformation entre C0 et Cτ , λi(t),
i = 1, 3, les extensions principales pour la transformation entre C0 et Ct et ou` [Nt(τ)] contient
les vecteurs propres de Ct(τ)
II.1.4 Tenseurs des contraintes
Apre`s la de´ﬁnition des grandeurs cine´matiques et des de´formations, nous pre´sentons les
grandeurs relatives aux efforts internes et aux contraintes.
II.1.4.1 De´ﬁnition du tenseur eule´rien
Soit la force
−→
df s’exerc¸ant sur la surface e´le´mentaire oriente´e dS−→n au voisinage du point
mate´riel P dans la conﬁguration de´forme´e Cτ (dans ce paragraphe, on ne notera plus ·˜ les
grandeurs relatives au temps τ). Les efforts internes de cohe´sion a` travers l’e´le´ment de surface
dS sont caracte´rise´s par le vecteur contrainte
−→
t :
−→
t =
−→
df
dS
(II.32)
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On montre que ce vecteur de´pend line´airement de −→n , ce qui permet de de´ﬁnir le tenseur des
contraintes de Cauchy σ par :
−→
t = σ−→n (II.33a)
−→
df = σ−→n dS (II.33b)
On montre, en utilisant l’e´quation de moment, qu’en l’absence de densite´ de moment ce tenseur
est syme´trique. De plus, e´tant de´ﬁni sur la conﬁguration de´forme´e Cτ , il est eule´rien. Il est
parfois appele´ ! tenseur des contraintes vraies " .
II.1.4.2 Les autres tenseurs des contraintes
Tenseur mixte
De fac¸on analogue, on peut caracte´riser les efforts de cohe´sion par rapport a` la ge´ome´trie non
de´forme´e (conﬁguration C0) en utilisant une surface e´le´mentaire oriente´e non de´forme´e dS0−→N0 :
−→
df = Π
−→
N0 dS0 (II.34)
Le tenseur Π ainsi de´ﬁni n’est ni eule´rien, ni lagrangien ; de plus, il n’est pas syme´trique (ce
qui rend son utilisation de´licate). Π est le tenseur de Boussinesq ou premier tenseur de Piola-
Kirchhoff.
Tenseur lagrangien
Pour obtenir un tenseur totalement lagrangien, il faut, comme pre´ce´demment, de´ﬁnir les
contraintes en fonction de la ge´ome´trie non de´forme´e, mais aussi conside´rer
−→
df comme le vecteur
transforme´ d’un pseudo-effort
−→
df0 relatif a` la conﬁguration non de´forme´e :
−→
df0 = F
−1−→
df (II.35)
On e´crit alors : −→
df0 = S
−→
N0 dS0 (II.36)
Le tenseur S est alors lagrangien et syme´trique. C’est le tenseur de Piola-Lagrange ou second
tenseur de Piola-Kirchhoff.
Remarque : il faut noter que le tenseur S n’a pas de signiﬁcation physique. En effet, contraire-
ment a` σ et Π, il ne de´crit pas les efforts re´els.
II.1.4.3 Relations entre les diffe´rents tenseurs
En utilisant (II.7), (II.33b), (II.34), (II.35) et (II.36), on e´tablit facilement les relations
permettant de passer d’un tenseur a` l’autre :
Π = J σ F
−t
(II.37a)
S = F
−1
Π (II.37b)
S = JF
−1
σ F
−t
(II.37c)
Remarque : dans l’hypothe`se des petites perturbations, ces trois tenseurs se re´duisent au meˆme
tenseur (comme les de´formations).
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II.1.5 E´quations du mouvement
On conside`re a` nouveau le solide D qui admet pour volume V0 et pour surface S0 dans
la conﬁguration initiale non de´forme´e C0. Ce solide subit la transformation F(τ) et admet
pour volume V et pour surface S dans la conﬁguration actuelle de´forme´e Cτ . Notons S0u
(respectivement S0T ) et Su (respectivement ST ) les parties de la frontie`re ou` les de´placements
(respectivement les tensions) sont impose´s, respectivement dans les conﬁgurations initiale et
actuelle. Notons
−→
f 0 et
−→
f les forces de volume dans ces deux conﬁgurations. Ces notations sont
re´sume´es sur la ﬁgure II.2.
V
0
,ρ
0
S
0T
S
0u
Etat  non déformé
Π n T0 0=
u ud= f0
V
S
T
S
u
Etat  déformé
σ  n T=
u ud=
f V,ρ
F
Figure II.2 : Principe des Travaux Virtuels : notations
Les e´quations locales du mouvement s’e´crivent dans ces deux conﬁgurations sous les formes
suivantes [DUB 86] :
• dans la conﬁguration de´forme´e (e´criture eule´rienne) :
−→
div−→x σ + ρ
−→
f = ρ−¨→u (−→x , τ) dans V
σ−→n = −→T sur ST
−→u = −→ud sur Su
σ
t
= σ
(II.38)
• dans la conﬁguration initiale (e´criture lagrangienne) :
−→
div−→
X
Π+ ρ0
−→
f0 = ρ0
−¨→u (−→X, τ) dans V0
Π−→n0 = −→T0 sur S0T
−→u = −→ud sur S0u
F Π
t
= ΠF
t
(II.39)
En conside´rant un de´placement virtuel compatible δ−→u , en ponde´rant les e´quations pre´ce´dentes
avec cette fonction de´placement et en les inte´grant sur le domaine, on e´crit le Principe des
Travaux Virtuels (PTV) : ! le travail virtuel des quantite´s d’acce´le´ration est e´gal a` la somme
du travail virtuel des forces exte´rieures et du travail virtuel des forces inte´rieures (oppose´ au
travail des de´formations) " :
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• inte´gration sur le volume de´forme´ V (e´criture eule´rienne) :∫∫∫
V
δ−→u .ρ−¨→u (−→x , τ)dV = −
∫∫∫
V
grad−→x δ
−→u : σdV +
∫∫
ST
δ−→u .−→T dS
+
∫∫∫
V
δ−→u .ρ−→f dV ∀δ−→u compatible (II.40)
• inte´gration sur le volume initial (e´criture lagrangienne), apre`s prise en compte des syme´tries :∫∫∫
V0
δ−→u .ρ0−¨→u (−→X, τ)dV0 = −
∫∫∫
V0
δE : SdV0 +
∫∫
S0T
δ−→u .−→T0dS0
+
∫∫∫
V0
δ−→u .ρ0−→f0dV0 ∀δ−→u compatible (II.41)
II.2 Mode`les de comportement pour les mate´riaux de type
caoutchouc
II.2.1 Introduction
La loi de comportement permet de relier les contraintes a` l’instant t aux de´formations subies
jusqu’a` cet instant. Le tenseur des contraintes est une fonctionnelle de l’histoire de la transforma-
tion. Cette fonctionnelle doit ve´riﬁer les trois principes d’indiffe´rence mate´rielle (ou objectivite´),
de localisation spatiale et de causalite´.
Dans ce travail, on fera l’hypothe`se supple´mentaire des mate´riaux mate´riellement simples
[TRU 66], c’est a` dire des mate´riaux dont la cine´matique est entie`rement de´crite par le tenseur
gradient de la transformation F . La loi de comportement d’un tel mate´riau est :
σ (t) = S
τ≤t
{
F (τ)
}
(II.42)
S e´tant la fonctionnelle de re´ponse.
II.2.1.1 Incompressibilite´
Les mate´riaux e´tudie´s sont suppose´s incompressibles : les de´formations se font sans variation
de volume. Ceci n’est en fait qu’une approximation, mais l’amplitude des de´formations que
doivent subir ces mate´riaux pour voir leur volume varier n’est jamais rencontre´e dans les proce´de´s
de mise en forme des plastiques. En se limitant a` de tels cas, les relations (II.6a) et (II.6b)
deviennent :
d˜V = dV0 (II.43a)
J = det
(
F
)
= 1 (II.43b)
de plus, le troisie`me invariant (II.24c) des tenseurs des dilatations est lui aussi e´gal a` l’unite´ :
I3 = det(C) = det(B) = λ
2
1λ
2
2λ
2
3 = 1 (II.44)
et en utilisant cette identite´, le deuxie`me invariant (II.24b) se re´duit a` :
I2 =
1
λ21
+
1
λ22
+
1
λ23
(II.45)
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La connaissance de l’e´tat de de´formation ne permet plus a` elle seule de calculer l’e´tat de
contrainte. Celui-ci est de´termine´ a` une pression hydrostatique p pre`s [BEA 87] :
σ (t) = −pI + S
τ≤t
{
F (τ)
}
(II.46)
II.2.1.2 Principe d’indiffe´rence mate´rielle
Toute loi de comportement doit ve´riﬁer le principe d’indiffe´rence mate´rielle ou d’objectivite´ :
la re´ponse du mate´riau doit eˆtre invariante dans tout changement de re´fe´rentiel et plus partic-
ulie`rement pour toute rotation du re´fe´rentiel (on exclut le cas trivial de la translation).
Soit Q (t) le tenseur de la rotation entre les re´fe´rentiels C et C∗, tout vecteur −→r et tout
tenseur du second ordre T de C seront dits intrinse`ques [TRU 66] (ou indiffe´rents par changement
d’observateur) si leurs transforme´s respectifs−→r ∗ et T ∗ dans C∗ ve´riﬁent :
−→r ∗ = Q (t)−→r (II.47a)
T
∗
= Q (t)T Q
t
(t) (II.47b)
et invariants si :
−→r ∗ = −→r (II.48a)
T
∗
= T (II.48b)
On montre que F (t) se transforme en F
∗
(t) = Q (t)F (t) et F t (τ) devient F
∗
t (τ) = Q (τ)F t (τ)Q
t
(t)
et on obtient facilement [NAR 86] que :
- V , B, B
α
2
, Ut, Ct, Ct
α
2
sont intrinse`ques
- U , C, C
α
2
sont invariants
- Vt, Bt, Bt
α
2
ne sont ni intrinse`ques, ni invariants.
De meˆme, pour les tenseurs des contraintes :
- σ est intrinse`que
- S est invariant
- Π
∗
= Q (t)Π, tout comme F , Π n’est ni intrinse`que, ni invariant (de par son caracte`re
mixte).
Pour assurer que (II.46) est bien objective, on peut l’e´crire sous l’une des formes suivantes :
σ (t) = −pI + S1
τ≤t
{
B (t) , Ct (τ)
}
(II.49a)
S (t) = −pC−1 (t) + S2
τ≤t
{
C (τ)
}
(II.49b)
L’e´tape suivante consiste a` tenir compte de l’hypothe`se d’isotropie pour les mate´riaux que
l’on e´tudie. Cela se traduit par l’utilisation des the´ore`mes de repre´sentation [SID 82] qui per-
mettent d’exprimer les lois de comportement en fonction des invariants des tenseurs.
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II.2.2 Lois de comportement hypere´lastiques
II.2.2.1 De´ﬁnition
On restreint notre e´tude aux lois de comportement e´lastiques : l’e´tat de contrainte au temps
t de´pend seulement de l’e´tat de de´formation au temps t et non pas de toute l’histoire de la
de´formation (τ ≤ t). La correspondance entre l’e´tat de contrainte et l’e´tat de de´formation
est bijective. Les e´quations pre´ce´dentes (II.49a), (II.49b) se re´duisent alors aux expressions
suivantes :
σ (t) = −pI + S1
{
B (t)
}
(II.50a)
S (t) = −pC−1 (t) + S2
{
C (t)
}
(II.50b)
ceci, dans le cas incompressible.
La fonction e´nergie de de´formation
Les mate´riaux hypere´lastiques sont caracte´rise´s par l’existence d’une fonction scalaire e´nergie
de de´formation W de´pendant de l’e´tat de de´formation [BEA 87] :
W =W (F ) (II.51)
La prise en compte du principe d’objectivite´ permet d’e´crire que W doit eˆtre exprime´e en
fonction du tenseur de Cauchy-Green droit C. La prise en compte de l’isotropie impose a` W
d’eˆtre une fonction isotrope du tenseur de Cauchy-Green gauche B [SID 82] :
W =W
(
C
)
=W
(
B
)
(II.52)
W e´tant une fonction scalaire isotrope du tenseur B, elle est fonction des invariants de B (qui
sont aussi ceux de C). En prenant en compte la relation d’incompressibilite´ (II.44), W n’est
fonction que des deux premiers invariants des tenseurs des dilatations. De plus, en utilisant
(II.24a), (II.24b), (II.24c), W peut eˆtre aussi exprime´e en fonction des extensions principales :
W =W (I1, I2) =W (λ1, λ2, λ3) (II.53)
Relations contrainte-de´formation
Les relations tensorielles contrainte-de´formation sont alors les suivantes :
• eule´rienne :
σ = −pI + 2B ∂W
∂B
(II.54)
• lagrangienne :
S = −pC−1 + 2∂W
∂C
(II.55)
• mixte :
Π = −pF−t + ∂W
∂F
(II.56)
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Dans les directions principales, on e´tablit les relations suivantes, qui seront utiles par la
suite :
σi = −p+ λi∂W
∂λi
i = 1, 3 (II.57)
si W est exprime´e en fonction des e´longations principales [RIV 48a] et :
σi = −p+ 2
[
λ2i
∂W
∂I1
− 1
λ2i
∂W
∂I2
]
i = 1, 3 (II.58)
si W est exprime´e en fonction des invariants.
Remarque : de par l’incompressibilite´, les contraintes sont de´ﬁnies a` une constante additive
pre`s p, les seules grandeurs connues sont en fait les diffe´rences de contraintes :
σi − σj = λi∂W
∂λi
− λj ∂W
∂λj
i, j = 1, 3 i (= j (II.59a)
σi − σj = 2
[(
λ2i − λ2j
) ∂W
∂I1
−
(
1
λ2i
− 1
λ2j
)
∂W
∂I2
]
i, j = 1, 3 i (= j (II.59b)
II.2.2.2 Forme de la fonction e´nergie de de´formation
La mise en place des relations contrainte-de´formation ayant e´te´ relativement simple, la
de´termination de la forme a` adopter pour la fonction e´nergie de de´formation est beaucoup plus
complexe. En effet, dans le cadre des grandes de´formations, la de´termination de cette fonction
a commence´ dans les anne´es 1940 pour se terminer autour de 1975.
Dans ce paragraphe, nous retracerons chronologiquement les diffe´rentes formes de W pro-
pose´e dans la litte´rature. Des e´tudes bibliographiques sur ce sujet ont e´te´ effectue´es par le
passe´ : par Alexander jusqu’en 1968 [ALE 68], par Treloar pour quelques mode`les [TRE 76] et
par Jazzar de fac¸on tre`s comple`te [JAZ 93].
Pour chacun des mode`les de´crits, nous pre´ciserons leur origine :
- statistique : la forme deW est e´labore´e a` partir de constatations statistiques sur l’arrangement
des chaˆınes polyme´riques et les me´canismes microscopiques de de´formation ;
- empirique : il s’agit souvent de transformation de formes statistiques aﬁn qu’elles s’adaptent
a` des re´sultats expe´rimentaux ou des mate´riaux particuliers ;
- phe´nome´nologique : ce type de repre´sentation vise a` mode´liser le comportement global
macroscopique du mate´riau a` partir de conside´rations mathe´matiques et de re´sultats
expe´rimentaux.
Dans un premier temps, on donnera une description succincte des diffe´rents mode`les, ce qui
nous permettra, par la suite, de choisir ceux qui conviendront le mieux a` notre application.
Remarque : nous n’aborderons ici que le cas des mate´riaux incompressibles, la prise en compte
de la compressibilite´ conduisant a` des formulations diffe´rentes.
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Mode`le de Mooney (1940, phe´nome´nologique)
Mooney [MOO 40] a suppose´ que lors de la de´formation d’un cube en caoutchouc, le com-
portement reste line´aire en cisaillement simple. Cette hypothe`se l’a amene´ a` proposer la forme
suivante pour W :
W = C1 (I1 − 3) + C2 (I2 − 3) (II.60)
ou` C1 et C2 sont les deux constantes mate´rielles.
Dans ce mode`le, les de´rive´es de l’e´nergie de de´formation par rapport aux invariants (utilise´es
dans (II.58)) sont donc constantes :
∂W
∂I1
= C1 et
∂W
∂I2
= C2 (II.61)
Graˆce a` sa bonne repre´sentation du comportement global et sa simplicite´ mathe´matique, ce
mode`le est jusqu’a` pre´sent le plus utilise´ dans les proble`mes de comportement hypere´lastique.
Remarque : dans la meˆme publication, Mooney propose une forme ge´ne´ralise´e de son mode`le,
forme qui abandonne l’hypothe`se de line´arite´ du cisaillement :
W =
∞∑
n=1
[
A2n
(
λ2n1 + λ
2n
2 + λ
2n
3 − 3
)
+B2n
(
λ−2n1 + λ
−2n
2 + λ
−2n
3 − 3
)]
(II.62)
A notre connaissance ce mode`le n’a e´te´ utilise´e que sous sa forme troncature´e a` un terme qui
correspond au mode`le classique (II.60) avec A2 = C1 et B2 = C2.
Mode`le ne´o-hooke´en (1943, statistique)
Treloar [TRE 43] a applique´ la the´orie statistique gaussienne au re´seau des longues chaˆınes
mole´culaires des polyme`res (caoutchouc) pour montrer que W peut s’exprimer comme suit :
W =
1
2
G (I1 − 3) (II.63)
avec G la constante mate´rielle donne´e par :
G = NkT (II.64)
ou` N est le nombre de chaˆınes par e´le´ment de volume, k la constante de Boltzmann et T la
tempe´rature absolue.
Dans ce cas :
∂W
∂I1
=
G
2
et
∂W
∂I2
= 0 (II.65)
Cette relation laisse apparaˆıtre tout de suite la pauvrete´ du mode`le : il ne permettra qu’une
premie`re approximation des de´formations mais l’absence de I2 dans l’expression de W ne peut
pas eˆtre satisfaisante pour la description des grandes de´formations sous tous les types de solli-
citations.
Remarque : on peut noter que ce mode`le est un cas particulier du mode`le de Mooney. De
nombreux auteurs [BOY 77] ont essaye´ de montrer que le coefficient C2 du mode`le de Mooney
permettait de prendre en compte la partie non-gaussienne de la distribution des chaˆınes.
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Formulation ge´ne´rale de Rivlin (1948, phe´nome´nologique)
En 1948, Rivlin [RIV 48b] traite de fac¸on mathe´matique le proble`me des grandes de´formations
du caoutchouc et propose pour W une expression sous forme de se´rie de polynoˆmes :
W =
∞∑
i=0,j=0
Cij (I1 − 3)i (I2 − 3)j (II.66)
En re´e´crivant W sous la forme :
W =
∞∑
i=0,j=0
Cij
(
λ21 + λ
2
2 + λ
2
3 − 3
)i (
λ−21 + λ
−2
2 + λ
−2
3 − 3
)j
(II.67)
on note que Rivlin impose ne´cessairement l’utilisation de puissances paires des e´longations prin-
cipales λi pour assurer a`W d’eˆtre positive. Ceci provient du traitement purement mathe´matique
qui rend possible l’existence de valeurs ne´gatives pour ces e´longations.
Ce mode`le n’est e´videmment pas utilisable tel quel mais sa troncature a` un ordre donne´ a
permis l’e´laboration de nombreux mode`les. On peut de´ja` noter que les mode`les pre´ce´dents en
sont des cas particuliers.
Mode`le a` trois termes (1951, statistique)
En 1951, Isihara et al. [ISI 51] ont utilise´ une the´orie statistique non-gaussienne pour
ame´liorer le mode`le ne´o-hooke´en et proposer la forme de W suivante :
W = C1 (I1 − 3) + C2 (I1 − 3)2 + C3 (I2 − 3) (II.68)
Les trois constantes C1, C2 et C3 ont e´te´ identiﬁe´es pour les expe´riences de Treloar [TRE 44b]
sur les donne´es e´quibiaxiales : la corre´lation avec l’expe´rience est satisfaisante alors que l’utilisation
de ces meˆmes constantes ne permet pas de repre´senter de fac¸on convaincante le comportement
en traction uniaxiale.
Mode`le de Rivlin et Saunders (1951, phe´nome´nologique)
Rivlin et Saunders [RIV 51] ont mene´ a` bien de nombreuses expe´riences (extension simple,
cisaillement pur, compression, torsion) sur des caoutchoucs vulcanise´s. Ils ont montre´ que la
de´rive´e partielle ∂W∂I1 est une grandeur a` peu pre`s constante (inde´pendante de I1 et I2) et que
∂W
∂I2
est uniquement fonction de I2 (inde´pendante de I1). La forme de la fonction e´nergie de
de´formation qu’ils proposent est :
W = C1 (I1 − 3) + f (I2 − 3) (II.69)
ou` C1 est une constante mate´rielle et f (I2 − 3) une fonction de la variable I2 a` de´terminer
expe´rimentalement. Elle doit s’annuler pour I2 − 3 = 0.
Mode`le de Gent et Thomas (1958, empirique)
En 1955, Thomas propose une nouvelle forme de W base´e sur l’utilisation de la the´orie
statistique non-gaussienne. Cette forme assez complexe et satisfaisante pour la mode´lisation de
la microstructure n’a pas fourni de meilleurs re´sultats dans la mode´lisation du comportement
global que le mode`le ne´o-hooke´en (II.63).
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En 1958, Gent et Thomas [GEN 58] ont approche´ de fac¸on empirique la fonction propose´e
par Thomas pour fournir la forme de W suivante :
W = C1 (I1 − 3) + C2 ln
(
I2
3
)
(II.70)
Dans ce cas, on a les identite´s suivantes :
∂W
∂I1
= C1 et
∂W
∂I2
=
C2
I2
(II.71)
Il faut noter que cette expression de W ve´riﬁe la proposition de Rivlin et Saunders (II.69).
Mode`le de Biderman (1958, phe´nome´nologique)
Biderman [ALE 68] a propose´ une forme tronque´e a` l’ordre 3 du de´veloppement de Rivlin
(II.66) pour laquelle il ne conserve que les termes a` l’ordre 1 pour (I2 − 3) et il ne´glige les termes
croise´s. La forme de W est similaire a` celle d’Isihara (II.68) avec un terme en (I1 − 3)3 de plus :
W = C10 (I1 − 3) + C20 (I1 − 3)2 + C30 (I1 − 3)3 + C01 (I2 − 3) (II.72)
La corre´lation avec les re´sultats expe´rimentaux de Treloar [TRE 44b] est bonne pour la
traction uniaxiale, la compression et le cisaillement, mais faible pour l’extension e´quibiaxiale.
Ce mode`le ne s’ave`re pas capable de mode´liser tous les types de de´formation.
Mode`le de Carmichael et Holdaway (1961, phe´nome´nologique)
Carmichael et Holdaway [CAR 61] sont les premiers a` proposer W sous la forme d’une
fonction des extensions principales λi, i = 1, 3 et non des invariants :
W =
3∑
i=1
[
φ
(
λ2i
)− φ (1)] (II.73)
ou` la fonction φ ve´riﬁe :
dφ (u)
du
=
1
4u
[
Aeβ(
√
u−
√
u−1) − 2B (u+ u−1 − 2)] (II.74)
A, B, β sont les constantes mate´rielles.
Ce mode`le a donne´ de bons re´sultats sur les expe´riences de Treloar et sur les re´sultats de
souﬄage de membranes planes [KLI 64].
Mode`le de Hart-Smith (1966, empirique)
En 1966-1967, Hart-Smith [HS 66], [HS 67] choisit d’utiliser la forme de W fournie par Gent
et Thomas (II.70) pour retrouver les re´sultats expe´rimentaux de Treloar. En premier lieu, il
de´cide de conserver la forme de ∂W∂I2 mais de ne plus utiliser une fonction constante pour
∂W
∂I1
.
Pour retrouver les re´sultats relatifs aux grandes valeurs de I1 (I1 > 12), il choisit une forme
exponentielle :
∂W
∂I1
= Gek1(I1−3)
2
et
∂W
∂I2
= G
k2
I2
(II.75)
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La fonction e´nergie de de´formation est alors :
W = G
{∫
ek1(I1−3)
2
dI1 + k2 ln
(
I2
3
)}
(II.76)
Ce mode`le admet donc trois constantes mate´rielles : G, k1, k2.
Une e´tude tre`s comple`te de ce mode`le ainsi que des moyens d’identiﬁcation des parame`tres
a e´te´ fournie par Jazzar [JAZ 93].
Hypothe`se de Valanis et Landel (1967, phe´nome´nologique)
Les auteurs [VAL 67] imposent par hypothe`se que la fonctionW soit e´crite comme la somme
de trois fonctions se´pare´es des e´longations principales λ1, λ2 et λ3 qui, par syme´trie, sont e´gales :
W = w (λ1) + w (λ2) + w (λ3) (II.77)
Sous cette condition, la relation contrainte-de´formation (II.57) devient :
σi = −p+ λiw′ (λi) i = 1, 3 (II.78)
ou` w
′
repre´sente la de´rive´e dwdλ et ou` la fonction w est a` de´terminer expe´rimentalement.
L’avantage d’une telle formulation en terme d’e´longations et non d’invariants est e´vidente :
lors d’expe´riences, il est beaucoup plus simple de faire varier une e´longation en conservant les
autres constantes que de faire varier I1 en conservant I2 constant par exemple. Ceci simpliﬁe
bien e´videmment l’identiﬁcation des parame`tres mate´riels.
De plus, dans leur article, Valanis et Landel propose la de´ﬁnition suivante de la fonction w :
w
′
(λ) = 2µ ln (λ) (II.79)
Cette forme de w n’a jamais e´te´ re´utilise´e par la suite.
Remarque : il faut noter que les mode`les de Mooney (II.60) et ne´o-hooke´en (II.63) ve´riﬁent
l’hypothe`se de Valanis et Landel alors que le de´veloppement de Rivlin (II.66) ne la ve´riﬁe pas si
l’on conserve au moins un terme croise´ (i (= 0 et j (= 0).
Mode`le d’Alexander (1968, empirique)
En 1968, Alexander [ALE 68] modiﬁe le mode`le d’Hart-Smith pour de´crire le comportement
du ne´opre`ne utilise´ dans la fabrication des ballons me´te´orologiques de haute altitude. A partir
de re´sultats expe´rimentaux, il propose la forme de W suivante :
W =
µ
2
{
C1
∫
ek(I1−3)
2
dI1 + C2 ln
(
(I2 − 3) + γ
γ
)
+ C3 (I2 − 3)
}
(II.80)
ou` µ, k, C1, C2, C3, γ sont les six constantes du mode`le.
Mode`le d’Ogden (1972, phe´nome´nologique)
En 1972, Ogden [OGD 72] remet en cause la restriction de puissances paires des e´longations
principales impose´e par Rivlin (II.67). D’un point de vue physique, les e´longations λi sont
obligatoirement des grandeurs positives, Ogden propose alors W sous forme d’une se´rie :
W =
N∑
n=1
µn
αn
(λαn1 + λ
αn
2 + λ
αn
3 − 3) (II.81)
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ou` les doublets de re´els (µn, αn)n=1,N sont les constantes mate´rielles et doivent ve´riﬁer :
µnαn > 0 ∀n (II.82)
si N = 1 ou N = 2. Pour N ≥ 3, cette condition peut ne pas eˆtre ve´riﬁe´e par certaines paires
de valeurs [OGD 72].
Remarque : d’autres conditions sur les coefficients ont e´te´ propose´es notamment par Twizell
et Ogden [TWI 83] :
|αn| > 1 ∀n (II.83)
pour assurer l’unicite´ de la solution au proble`me d’un tube soumis simultane´ment au cisaillement
et a` la torsion ; et par Chadwick et al. [CHA 77a] :
αn ≤ 1 ou αn ≥ 2 ∀n (II.84)
pour assurer l’unicite´ de la solution au proble`me de la de´formation d’un tube en rotation autour
de son axe.
L’utilisation d’une se´rie de trois termes permet d’obtenir de tre`s bon re´sultats pour repre´senter
le comportement global des mate´riaux. De plus, la simplicite´ de la formulation mathe´matique
et l’utilisation directe des e´longations (l’hypothe`se de Valanis et Landel (II.77) est bien suˆr
ve´riﬁe´e) en font un mode`le tre`s utilise´ dans les proble`mes nume´riques de grandes de´formations
hypere´lastiques.
Remarque : il faut noter que meˆme s’il n’y fait jamais allusion, Ogden utilise une mesure
ge´ne´ralise´e de la de´formation (pre´sente´e en II.1.3.5) et qu’en utilisant le premier invariant des
tenseurs des dilatations ge´ne´ralise´es (II.29a), on peut e´crire W sous la forme :
W =
N∑
n=1
µn
αn
(
I1αn − 3
)
(II.85)
Il apparaˆıt alors clairement que les mode`les ne´o-hooke´en et de Mooney sont des cas particuliers
du mode`le d’Ogden avec respectivement :
N = 1, µ1 = G α1 = 2 (II.86)
N = 2, µ1 = 2C1 α1 = 2, µ2 = −2C2 α2 = −2 (II.87)
Mode`le de Blatz, Sharda et Tschoegl (1974, phe´nome´nologique)
A la meˆme e´poque qu’Ogden, Blatz et al. [BLA 74] ont inde´pendamment propose´ un mode`le
faisant explicitement re´fe´rence a` la the´orie des de´formations ge´ne´ralise´es sous la forme :
W =
2G
α
IEα +BI
β
Eα
(II.88)
ou` G, B, α et β sont les constantes mate´rielles et ou` IEα repre´sente le premier invariant du
tenseur des de´formations ge´ne´ralise´es Eα.
En utilisant nos notations, la fonction W se met sous la forme :
W =
2G
α2
(I1α − 3) +
B
αβ
(I1α − 3)β (II.89)
Cette forme deW n’a, a` notre connaissance, jamais e´te´ utilise´e dans la pratique. L’utilisation
de mesures de de´formation ge´ne´ralise´e pour les proble`mes hypere´lastiques s’est toujours faite au
travers du mode`le d’Ogden, de par son efficacite´ et sa simplicite´ mathe´matique.
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Nom du mode`le Anne´e Origine Forme de W
Mode`le de Mooney
[MOO 40], [BOY 77]
1940 phe´nome´nologique W = C1 (I1 − 3) + C2 (I2 − 3)
Mode`le ne´o-hooke´en
[TRE 43]
1943 statistique W =
1
2
G (I1 − 3)
Formulation ge´ne´rale
de Rivlin [RIV 48b]
1948 phe´nome´nologique W =
∞∑
i=0,j=0
Cij (I1 − 3)i (I2 − 3)j
Mode`le a` trois termes
[ISI 51]
1951 statistique W = C1 (I1 − 3) + C2 (I1 − 3)2 + C3 (I2 − 3)
Mode`le de Rivlin et
Saunders [RIV 51]
1951 phe´nome´nologique W = C1 (I1 − 3) + f (I2 − 3)
Mode`le de Gent et
Thomas [GEN 58]
1958 empirique W = C1 (I1 − 3) + C2 ln
(
I2
3
)
Mode`le de Biderman
[ALE 68]
1958 phe´nome´nologique
W = C10 (I1 − 3) + C20 (I1 − 3)2
+C30 (I1 − 3)3 + C01 (I2 − 3)
Mode`le de Carmichael
et Holdaway
[CAR 61], [KLI 64]
1961 phe´nome´nologique
W =
3∑
i=1
[
φ
(
λ2i
)− φ (1)] avec
dφ (u)
du
=
1
4u
[
Aeβ(
√
u−
√
u−1)−
2B
(
u+ u−1 − 2)]
Mode`le de Hart-Smith
[HS 66], [HS 67],
[JAZ 93]
1966 empirique W = G
{∫
ek1(I1−3)
2
dI1 + k2 ln
(
I2
3
)}
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Hypothe`se de Valanis
et Landel [VAL 67]
1967 phe´nome´nologique W = w (λ1) + w (λ2) + w (λ3)
Mode`le d’Alexander
[ALE 68]
1968 empirique
W =
µ
2
{
C1
∫
ek(I1−3)
2
dI1
+C2 ln
(
(I2 − 3) + γ
γ
)
+ C3 (I2 − 3)
}
Mode`le d’Ogden
[OGD 72],
[CHA 77a], [TWI 83]
1972 phe´nome´nologique W =
N∑
n=1
µn
αn
(λαn1 + λ
αn
2 + λ
αn
3 − 3)
Mode`le de Blatz,
Sharda et Tschoegl
[BLA 74]
1974 phe´nome´nologique W =
2G
α
IEα +BI
β
Eα
Tableau II.1: Tableau re´capitulatif des diffe´rents mode`les hypere´lastiques
Conclusion
Le tableau II.1 re´sume les diffe´rentes formes de la fonction e´nergie de de´formation.
Nous avons vu, dans ce paragraphe, la diversite´ des formes propose´es pour la fonction e´nergie
de de´formation. Dans le paragraphe suivant, nous pre´senterons les crite`res qui guideront notre
choix et nous de´taillerons les mode`les retenus.
II.2.2.3 Choix de la fonction e´nergie de de´formation
Comme nous l’avons montre´, l’e´laboration des mode`les et donc de la forme de la fonction
e´nergie de de´formation s’est faite petit a` petit en ame´liorant les formulations existantes pour
mieux repre´senter tel ou tel mate´riau, sous tel ou tel type de sollicitation.
Dans l’absolu, un mode`le de comportement doit pouvoir approcher tous les types de de´formation,
dans la pratique ceci s’ave`re le plus souvent difficile. Alors, les crite`res devant guider notre
choix sont les suivants : simplicite´ du mode`le, notamment dans l’optique de sa mise en œu-
vre nume´rique, et capacite´ de ce mode`le a` repre´senter le plus justement possible les types de
de´formation qui nous inte´ressent (dans notre cas les de´formations biaxiales pour les membranes,
apparaissant dans les proce´de´s).
Notre choix s’est porte´ sur les mode`les de Mooney (qui englobe le mode`le ne´o-hooke´en)
et d’Ogden. Le mode`le de Mooney est ! universel " (c’est le mode`le hypere´lastique le plus
utilise´), ce qui permet d’avoir a` notre disposition de nombreux re´sultats aussi bien expe´rimentaux
que nume´riques. De plus, sa formulation mathe´matique tre`s simple permet d’appre´hender les
phe´nome`nes physiques (nous le verrons plus loin pour les instabilite´s des membranes souﬄe´es).
De par le nombre de ses coefficients et la souplesse de sa formulation, le mode`le d’Ogden permet,
quant a` lui, de mode´liser avec justesse les diffe´rents comportements notamment l’extension bia-
xiale [OGD 72]. Sa forme mathe´matique est facilement exploitable pour la re´solution nume´rique
des proble`mes.
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Dans ce paragraphe, nous de´taillons la forme des relations contrainte-de´formation pour ces
deux mode`les et nous identiﬁons leur domaine de validite´ a` partir de re´sultats expe´rimentaux
fournis par la litte´rature.
Relations contrainte-de´formation
A partir des relations (II.54), (II.55), (II.56) et des formes des fonctions W (II.60) et (II.81),
on obtient les relations contrainte-de´formation dans les directions principales pour les deux
mode`les :
• Mooney :
σi = −p+ 2
[
C1λ
2
i − C2
1
λ2i
]
(II.90a)
Si = −p 1
λ2i
+ 2
[
C1 − C2 1
λ4i
]
(II.90b)
Πi = −p 1
λi
+ 2
[
C1λi − C2 1
λ3i
]
(II.90c)
• Ogden :
σi = −p+ µnλαni (II.91a)
Si = −p 1
λ2i
+ µnλ
αn−2
i (II.91b)
Πi = −p 1
λi
+ µnλ
αn−1
i (II.91c)
avec sommation sur l’indice n.
Domaine de validite´ des mode`les
Pour comparer les mode`les et de´terminer leur domaine de validite´, nous utilisons les donne´es
de Treloar [TRE 44b] qui a mene´ a` bien des expe´riences de traction uniaxiale, de cisaillement
pur et de traction e´quibiaxiale (par l’interme´diaire du souﬄage d’une membrane plane) sur des
e´chantillons de caoutchouc 8% S vulcanise´. Comme mentionne´ pre´ce´demment, ces expe´riences
ont e´te´ largement utilise´es pour la validation des mode`les [HS 66], [OGD 72]. Les constantes
mate´rielles sont respectivement :
• mode`le ne´o-hooke´en (fournies dans [TRE 44b]) :
G = 4, 0 kg/cm2
• mode`le de Mooney (constantes mate´rielles que nous avons identiﬁe´es sur la courbe de
traction uniaxiale pour 1 ≤ λ ≤ 4) :
C1 = 1, 27 kg/cm
2 et C2 = 0, 74 kg/cm
2
• mode`le d’Ogden (fournies dans [OGD 72]) :
µ1 = 6, 3 kg/cm
2 µ2 = 0, 012 kg/cm
2 µ3 = −0, 1 kg/cm2
α1 = 1, 3 α2 = 5, 0 α3 = −2, 0
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On peut conside´rer que pour les courbes expe´rimentales utilise´es dans ce paragraphe, les con-
stantes pre´ce´dentes sont les plus a` meˆme de mode´liser le comportement du mate´riau.
Dans ses expe´riences, Treloar mesure les e´longations principales et les forces applique´es
rapporte´es a` la surface initiale (composantes du tenseur Π). Les relations contrainte-de´formation
correspondant a` chaque mode`le et pour chaque type de sollicitation sont fournies par :
• traction uniaxiale : l’e´chantillon est e´tire´ suivant l’axe 1 d’une e´longation λ1 = λ et les
matrices des e´longations et des contraintes du premier tenseur de Piola-Kirchhoff sont
respectivement :
[F ] =
 λ λ− 12
λ−
1
2
 et [Π] =
 Π 0
0
 (II.92)
d’ou`, en e´liminant la pression hydrostatique dans (II.90c) et (II.91c) :
ne´o-hooke´en : Π = G(λ− λ−2)
Mooney : Π = 2C1(λ− λ−2) + 2C2(1− λ−3)
Ogden : Π = µn
[
λαn−1 − λ−(1+ 12αn)
] (II.93)
• cisaillement pur : une des extensions (λ2 par exemple) est ﬁxe´e a` 1 et l’e´chantillon est
e´tire´ suivant l’axe 1 de λ ; les matrices sont les suivantes :
[F ] =
 λ 1
λ−1
 et [Π] =
 Π inde´termine´
0
 (II.94)
d’ou`, en e´liminant la pression hydrostatique dans (II.90c) et (II.91c) :
ne´o-hooke´en : Π = G(λ− λ−3)
Mooney : Π = 2C1(λ− λ−3) + 2C2(λ− λ−3)
Ogden : Π = µn
[
λαn−1 − λ−(1+αn)] (II.95)
• tension e´qui-biaxiale : cet e´tat de de´formation est obtenu par exemple au poˆle d’une
membrane initialement plane souﬄe´e et se caracte´rise par le fait que deux des e´longations
principales sont e´gales (λ1 = λ2 = λ) :
[F ] =
 λ λ
λ−2
 et [Π] =
 Π Π
0
 (II.96)
d’ou`, en e´liminant la pression hydrostatique dans (II.90c) et (II.91c) :
ne´o-hooke´en : Π = G(λ− λ−5)
Mooney : Π = 2C1(λ− λ−5) + 2C2(λ3 − λ−3)
Ogden : Π = µn
[
λαn−1 − λ−(1+2αn)] (II.97)
Les courbes des ﬁgures II.II.3(a), II.II.3(b) et II.II.3(c) pre´sentent les points expe´rimentaux
et les courbes obtenues a` partir des relations contrainte-de´formation (II.93), (II.95), (II.97) et
des valeurs des coefficients mate´riels donne´es pre´ce´demment.
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Figure II.3 : Comparaison mode`les - expe´riences de Treloar
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Le mode`le de Mooney est ﬁable pour des e´longations relativement grandes aussi bien en
traction (λ ≤ 4) qu’en cisaillement (λ ≤ 3) mais l’utilisation des meˆmes constantes pour
l’extension e´qui-biaxiale n’est pas satisfaisante : les grandeurs mate´rielles ayant e´te´ identiﬁe´es
sur les donne´es de traction uniaxiale ne sont plus utilisables pour λ ≥ 1, 4 en extension biaxiale.
Le mode`le ne´o-hooke´en est quant a` lui meilleur sur ces donne´es biaxiales (λ ≤ 3) mais au
prix de re´sultats beaucoup moins satisfaisants pour les autres types de de´formation (λ ≤ 2 en
traction et en cisaillement).
Le mode`le d’Ogden permet, de par le nombre de ses coefficients et la souplesse de sa formu-
lation, de s’adapter aux trois types de de´formation avec des re´sultats satisfaisants meˆme pour
des tre`s grandes de´formations (λ de l’ordre de 7 en traction et de l’ordre de 4−5 en cisaillement
et tension biaxiale).
Cet exemple permet de mettre en e´vidence les possibilite´s des mode`les retenus. Le mode`le
de Mooney ne permet pas de mode´liser tous les types de sollicitations, mais sa simplicite´
mathe´matique, sa signiﬁcation physique et son caracte`re ! universel " de´ja` mentionne´ jus-
tiﬁent qu’on le retienne. Le mode`le d’Ogden est, lui aussi, simple mathe´matiquement ; de plus
la souplesse de sa formulation permet de bien appre´hender tous les types de sollicitations (il
faut pour cela utiliser le nombre de termes ne´cessaires dans la se´rie). On peut cependant lui
reprocher son manque de sens physique.
II.2.3 Lois de comportement viscoe´lastiques non-line´aires
II.2.3.1 Introduction
Dans le paragraphe pre´ce´dent, nous avons explicite´ les mode`les hypere´lastiques utilise´s pour
la description du comportement des mate´riaux du type caoutchouc dont les e´lastome`res, et les
polyme`res fondus au dela` de leur tempe´rature de transition vitreuse, Tg. Tous ces mode`les
e´taient construits a` partir de l’hypothe`se de correspondance bijective entre l’e´tat de contrainte
et l’e´tat de de´formation : a` un e´tat de de´formation donne´, il correspond un unique e´tat de
contrainte, et re´ciproquement.
Dans la re´alite´, pour les mate´riaux que nous e´tudions, des phe´nome`nes visqueux apparaissent
[WAR 83]. L’e´tat de contrainte ne de´pend plus seulement de l’e´tat actuel de la structure mais
aussi de l’histoire de la transformation qu’a subie le mate´riau pour atteindre l’e´tat actuel. Il y
a donc dissipation d’e´nergie (lors des ruptures des longues chaˆınes polyme´riques par exemple).
On peut dire que le mate´riau posse`de une forme de ! me´moire " .
Pour mettre en e´vidence ces phe´nome`nes retarde´s, on se re´fe`re a` des expe´riences de relaxation
et de retard (ﬁgure II.4). Dans le cas de la relaxation (ﬁgure II.4(a)), un e´chelon de de´formation
est impose´ et on observe que la contrainte dans l’e´chantillon se relaxe : apre`s avoir atteint une
valeur instantane´e, elle diminue pour rejoindre progressivement une valeur e´lastique. Dans le
cas du retard, un e´chantillon de mate´riau est soumis a` une traction uniaxiale pour laquelle la
contrainte est maintenue constante durant l’essai (ﬁgure II.4(b)). La re´ponse en de´formation
a` ce chargement se de´compose en une de´formation e´lastique instantane´e et une de´formation
retarde´e.
Pour de´ﬁnir la notion de viscoe´lasticite´, nous devons prendre en compte un nouvel essai, dit
de recouvrance . On impose au mate´riau un cre´neau de contrainte et on observe la de´formation
(ﬁgure II.5). Par de´ﬁnition, un solide a un comportement viscoe´lastique lorsque la de´formation
permanente est nulle dans un essai de recouvrance [LEM 85]. Cette de´ﬁnition des solides
viscoe´lastiques est restreinte aux mate´riaux non-vieillissants, c’est-a`-dire aux mate´riaux dont
les proprie´te´s me´caniques n’e´voluent pas au cours du temps.
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Figure II.5 : Expe´rience de recouvrance
Dans toute la suite, nous ne conside´rerons que les mate´riaux ayant un comportement du
type caoutchouc. Ils seront suppose´s isotropes, homoge`nes, non-vieillissants et solides. Les
de´formations sont suppose´es se faire dans des conditions isothermes. De plus, on postule
l’existence d’une conﬁguration naturelle non de´forme´e et non contrainte.
La mode´lisation de tels comportements, notamment en grandes de´formations, a fait l’objet de
tre`s nombreux travaux et est sujette a` des approches tre`s diffe´rentes. Les lois de comportement
propose´es dans la litte´rature sont de ce fait multiples et varie´es. Le traitement que nous ferons de
la viscoe´lasticite´ sera succinct. Nous e´tablirons tout d’abord la relation contrainte-de´formation
dans l’hypothe`se des petites perturbations. Puis nous ferons un rappel bibliographique pour
la mode´lisation du comportement en grandes de´formations viscoe´lastiques des polyme`res en
restreignant notre e´tude aux mode`les inte´graux. Enﬁn, nous traiterons dans le de´tail les cas des
deux mode`les que nous avons choisis.
II.2.3.2 Viscoe´lasticite´ line´aire
Le point de de´part de l’e´laboration d’une relation contrainte-de´formation ge´ne´rale dans le cas
des petites perturbations est le Principe de Superposition de Boltzmann [BOL 76]. Boltzmann
propose que (1) le retard d’un e´chantillon est une fonction de toute l’histoire du chargement,
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(2) chaque incre´ment de chargement fournit une contribution inde´pendante a` la de´formation
ﬁnale et cette de´formation ﬁnale est obtenue par simple addition de chaque contribution.
On conside`re un e´chantillon soumis au chargement incre´mental uniaxial en contrainte (ﬁgure
II.6) : au temps τ1, τ2, ..., τN viennent respectivement s’ajouter les incre´ments de contrainte
∆σ1, ∆σ2, ..., ∆σN . La de´formation ﬁnale au temps t est fournie par :
ε (t) =
N∑
i=1
∆σi J (t− τi) (II.98)
ou` J (τ) est la fonction de retard du mate´riau.
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Figure II.6 : Chargement incre´mental : Principe de Superposition de Boltzmann
Apre`s la prise en compte de l’existence d’un e´tat naturel non de´forme´ et non contraint, dans
lequel serait le mate´riau au moment du de´but du chargement (t = 0), l’e´quation (II.98) peut
eˆtre ge´ne´ralise´e sous la forme de l’inte´grale :
ε (t) =
∫ t
0
J (t− τ) dσ (τ) (II.99)
ou encore :
ε (t) = J (t)σ0 +
∫ t
0
J (t− τ) dσ (τ)
dτ
dτ (II.100)
ou` σ0 est la contrainte au temps t = 0. De fac¸on similaire, on de´ﬁnit la fonction relaxation du
mate´riau G (τ) par :
σ (t) = G (t) ε0 +
∫ t
0
G (t− τ) dε (τ)
dτ
dτ (II.101)
En ge´ne´ralisant cette e´criture aux trois dimensions et en utilisant les hypothe`ses d’isotropie et
de syme´trie du mate´riau, l’e´quation (II.101) ne fait plus intervenir que deux fonctions mate´rielles
λ (τ) et µ (τ) [HAD 88] :
σ (t) =
∫ t
0
λ (t− τ) dtr
[
ε (τ)
]
dτ
dτ I +
∫ t
0
2µ (t− τ) d ε (τ)
dτ
dτ (II.102)
(comme en e´lasticite´ line´aire, il n’y a que deux fonctions mate´rielles).
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En e´crivant cette e´quation sous la forme :
tr
[
σ(t)
]
=
∫ t
0
(3λ(t− τ) + 2µ(t− τ)) d tr
[
$(τ)
]
dτ
dτ (II.103a)
s(t) =
∫ t
0
2µ(t− τ)d e(τ)
dτ
dτ (II.103b)
ou` les tenseurs de´viateurs s et e sont de´ﬁnis par :
s(t) = σ(t)− 1
3
tr
[
σ(t)
]
I (II.104a)
e(t) = $(t)− 1
3
tr
[
$(t)
]
I (II.104b)
Ces e´quations (II.103a), (II.103b) laissent apparaˆıtre les composantes en dilatation (premier
terme) et de´viatoire (second terme) du comportement du mate´riau. Elles permettent de montrer,
par des conside´rations thermodynamiques, que les fonctions de retard J(t− τ) et de relaxation
G(t− τ) sont respectivement positive croissante et positive et de´croissante [HAD 88].
De plus, en ajoutant l’hypothe`se d’incompressibilite´ a` (II.102), on obtient la relation contrainte-
de´formation ge´ne´rale d’un mate´riau viscoe´lastique incompressible en petites de´formations :
σ (t) = −pI + 2
∫ t
0
µ (t− τ) dε (τ)
dτ
dτ (II.105)
ou` µ (τ) est la fonction de relaxation du mate´riau.
II.2.3.3 Mode`les de comportement en grandes de´formations
Dans ce paragraphe, nous ferons quelques rappels bibliographiques non exhaustifs pour mon-
trer la diversite´ et la difficulte´ d’harmonisation pour la description du comportement viscoe´lastique
non-line´aire. Ces rappels sont fonde´s sur les travaux de Christensen [CHR 82], Ward [WAR 83]
et Haddad [HAD 88].
Le point de de´part de tous les travaux conside´re´s est l’e´quation ge´ne´rale de Green-Rivlin
[GRE 57] qui relie la contrainte de Cauchy a` l’histoire de la de´formation par :
σ (t) = F
t
(t)
∞
S
τ=0
{
E (t− τ)
}
F (t) (II.106)
Dans leur publication, les auteurs proposent d’approcher la contrainte par un de´veloppement
polynoˆmial de fonctionnelles line´aires de l’histoire de la de´formation (de´veloppement de Fre´chet-
Volterra), en supposant que de petits changements dans l’histoire des de´formations n’entraˆınent
que des petits changements de contrainte. En se limitant a` une seule direction, la relation
contrainte-de´formation s’e´crit :
σ (t) =
∫ t
−∞
G1 (t− τ) dE (τ)
dτ
dτ +
∫ t
−∞
∫ t
−∞
G2 (t− τ1, t− τ2) dE (τ1)
dτ1
dE (τ2)
dτ2
dτ1dτ2
+
∫ t
−∞
∫ t
−∞
∫ t
−∞
G3 (t− τ1, t− τ2, t− τ3) dE (τ1)
dτ1
dE (τ2)
dτ2
dE (τ3)
dτ2
dτ1dτ2dτ3 + · · · (II.107)
ou` E (τ) est la mesure de de´formation de Green-Lagrange et G1 (τ), G2 (τ1, τ2), G3 (τ1, τ2, τ3),
. . . sont les fonctions de relaxation. Ce ne sont pas des fonctions intrinse`ques du mate´riau
car elles de´pendent de l’ordre de la troncature effectue´e. Le plus souvent, cette formulation
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est utilise´e dans le cas de sollicitations uniaxiales car les fonctions mate´rielles deviennent tre`s
complique´es a` de´terminer en trois dimensions : Lockett [WAR 83] a montre´ qu’il faut 17 types
de tests diffe´rents pour e´valuer les fonctions du mode`le tronque´ a` l’ordre 3. Certains progre`s
ont e´te´ faits dans la de´termination des fonctions mate´rielles ([WAR 83] Chap. 9), mais de telles
expressions restent tre`s complique´es a` utiliser.
Pour sortir du cadre du de´veloppement de Green-Rivlin, Coleman et Noll [COL 61] proposent
d’utiliser la the´orie de la viscoe´lasticite´ line´aire ﬁnie (FLV). Cette the´orie n’impose pas aux
de´formations d’eˆtre petites, mais seulement d’avoir peu change´ dans le passe´ re´cent. Ainsi, la
valeur courante de la contrainte peut eˆtre de´termine´e par des inte´grales line´aires de l’histoire de
la de´formation lorsque celle-ci est mesure´e par rapport a` la conﬁguration actuelle. On e´crit la
relation contrainte-de´formation sous la forme ge´ne´rale suivante :
σ (t) = σ
∞ {
C (t)
}
+ F (t)
∫ t
−∞
g
(
C (t) , t− τ
) dEt (τ)
dτ
dτ F
t
(t) (II.108)
ou` σ
∞ {
C (t)
}
est la contrainte e´lastique ! a` long terme " qui ne de´pend que de la de´formation
actuelle mesure´e par rapport a` la conﬁguration de re´fe´rence, g
(
C (t) , t− τ
)
est le tenseur du
quatrie`me ordre des fonctions de relaxation et Et (τ) est le tenseur des de´formations de Green-
Lagrange relativement a` la conﬁguration actuelle. En 1965, Lianis [LIA 65] propose la forme
simpliﬁe´e suivante pour les mate´riaux incompressibles :
σ (t) = −pI + 2
(
∂W
∂I1
+ I1
∂W
∂I2
)
B − 2∂W
∂I2
B
2
+
∫ t
−∞
g
(
B (t) , t− τ
) dCt (τ)
dτ
dτ (II.109)
dans laquelle W est une fonction e´nergie de de´formation similaire au cas hypere´lastique. Il faut
noter que cette e´quation est bien conforme a` la forme ge´ne´rale (II.49a) assurant l’objectivite´
de la loi de comportement. Sous cette forme, l’e´quation est encore difficile a` utiliser pour
l’identiﬁcation de parame`tres mate´riels. Lianis et al. [CHR 82] ont propose´ certaines simpliﬁca-
tions et ont utilise´ ces lois simpliﬁe´es pour mode´liser le comportement de certains e´lastome`res.
Schapery [SCH 69] propose une approche diffe´rente base´e sur des conside´rations thermody-
namiques. En tenant compte de l’e´quivalence entre les effets de la tempe´rature et les effets tem-
porels, il propose la relation suivante (e´crite en uniaxial) qui utilise la de´formation inﬁnite´simale
ε :
σ (t) = heGr ε (t) + h1
∫ t
−∞
∆G
(
ξ − ξ′) d
dτ
[h2 ε (t)] dτ (II.110)
ou` ∆G (t) = G (t)−Gr (Gr est la composante e´lastique) et le temps re´duit ξ est de´ﬁni par :
ξ = ξ (t) =
∫ t
0
dt′
aε [ε (t′)]
et ξ′ = ξ (τ) =
∫ τ
0
dt′
aε [ε (t′)]
(II.111)
he, h1, h2 et aε sont des fonctions mate´rielles non-line´aires en ε et G(t) est la fonction de
relaxation en petites de´formations.
Une autre the´orie tre`s utilise´e est celle de´veloppe´e par Bernstein, Kearsley et Zapas [BER 63]
et Kaye [KAY 62] et connue sous le nom de mode`le K-BKZ. Ce mode`le a e´te´ construit aussi
bien pour des comportements de type solides que ﬂuides. Cependant, seule la forme ﬂuide de ce
mode`le est utilise´e aussi bien pour des polyme`res a` l’e´tat liquide (dans les proce´de´s d’injection
par exemple) que pour des solides (e´lastome`res) [TAN 88]. La forme la plus ge´ne´rale de la
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relation contrainte-de´formation pour des mate´riaux incompressibles est :
σ (t) = −pI + 2
∫ t
−∞
(
∂U
∂II1
Ct
−1
(τ)− ∂U
∂II2
Ct (τ)
)
dτ (II.112)
ou`
II1 = tr
[
Ct (τ)
−1
]
et II2 = tr
[
Ct (τ)
]
(II.113)
U est le potentiel, fonction du temps, de II1 et II2.
En 1976, Chang, Bloch et Tschoegl [CHA 76a] ont choisi d’utiliser les mesures de de´formation
ge´ne´ralise´e (pre´sente´es en II.1.3.5) pour proposer un mode`le, appele´ CBT, base´ sur l’hypothe`se
de se´paration entre les effets du temps et de la de´formation dans la fonction de relaxation :
σ (t) = −pI + 1
α
∫ t
−∞
G (t− τ)
B α2 (t) dCt α2 (τ)
dτ
+
dCt
α
2
(τ)
dτ
B
α
2
(t)
 dτ (II.114)
ou` α et G (τ) sont les parame`tres mate´riels a` de´terminer.
En 1980, Christensen [CHR 80] repart de la forme initiale du de´veloppement (II.107) pour
fournir un mode`le simple inspire´ du mode`le hypere´lastique ne´o-hooke´en. Ce mode`le est le plus
simple pour les solides viscoe´lastiques en grandes de´formations :
σ (t) = −pI + F (t)
[
g0I +
∫ t
0
g1 (t− τ) dE (τ)
dτ
dτ
]
F
t
(t) (II.115)
Apre`s avoir compare´ les mode`les de la viscoe´lasticite´ line´aire ﬁnie de Lianis (II.109) et CBT
(II.114) sur le comportement du caoutchouc naturel, Sullivan et al. ont repris le mode`le CBT
dans une se´rie d’articles [SUL 87], [SUL 89] et ont utilise´ deux mesures de de´formation diffe´rentes
pour e´viter de faire l’hypothe`se de se´paration des effets du temps et des de´formations dans la
fonction de relaxation :
σ (t) = −pI + 2
3α
E0eB
α
2
(t)− 2
3β
∫ t
−∞
g (t− τ) dCt
−β
2
(τ)
dτ
dτ (II.116)
ce mode`le est appele´ mode`le ge´ne´ralise´ solide-liquide (GSL).
Dans le meˆme temps, Morman [MOR 88] propose une version modiﬁe´e de la the´orie de la
viscoe´lasticite´ line´aire ﬁnie de Coleman et Noll. Sa the´orie, appele´e MFLV, ge´ne´ralise a` la fois
les mode`les K-BKZ et CBT pre´ce´dents. La relation contrainte-de´formation propose´e a la forme
suivante :
σ(t) = −pI + 2
3α
GeB
α
2
(t) +
2
3α
∫ t
0
G(t− τ)
B α4 (t)dCt α2 (τ)
dτ
B
α
4
(t)
 dτ (II.117)
Ge, G(t− τ) et α e´tant les constantes mate´rielles a` identiﬁer.
Pour conclure, nous citerons l’article re´cent de O’Dowd et Knauss [O’D 95] qui se proposent
de fournir, a` partir de conside´rations statistiques similaires a` celles utilise´es en hypere´lasticite´,
un mode`le tre`s ge´ne´ral de comportement des polyme`res. L’e´tude est fonde´e sur les travaux de
Christensen [CHR 82] et prend en compte la compressibilite´. Elle est cependant trop ge´ne´rale
pour obtenir des mode`les et des parame`tres mate´riels simplement identiﬁables et utilisables.
Le tableau II.2 re´sume ces diffe´rents mode`les de comportement viscoe´lastiques non-line´aires.
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Nom du mode`le Anne´e Relation contrainte - de´formation
E´quation ge´ne´rale
de Green-Rivlin
[GRE 57]
1957
σ (t) =
∫ t
−∞
G1 (t− τ) dE (τ)
dτ
dτ
+
∫ t
−∞
∫ t
−∞
G2 (t− τ1, t− τ2) dE (τ1)
dτ1
dE (τ2)
dτ2
dτ1dτ2
+ · · · (II.118)
The´orie de la
viscoe´lasticite´ line´aire
ﬁnie (FLV) [COL 61]
1961 σ (t) = σ
∞ {
C (t)
}
+F (t)
∫ t
−∞
g
(
C (t) , t− τ
) dEt (τ)
dτ
dτF
t
(t)
FLV simpliﬁe´e
[LIA 65]
1965
σ (t) = −pI + 2
(
∂W
∂I1
+ I1
∂W
∂I2
)
B − 2∂W
∂I2
B
2
+
∫ t
−∞
g
(
B (t) , t− τ
) dCt (τ)
dτ
dτ
Mode`le de Schapery
[SCH 69]
1969 σ (t) = heGr ε (t) + h1
∫ t
−∞
∆G
(
ξ − ξ′) d
dτ
[h2 ε (t)] dτ
Mode`le K-BKZ
[BER 63], [KAY 62],
[TAN 88]
1963 σ (t) = −pI + 2
∫ t
−∞
(
∂U
∂II1
Ct
−1
(τ)− ∂U
∂II2
Ct (τ)
)
dτ
Mode`le CBT
[CHA 76b],
[CHA 76a],
[CHA 77b], [BLO 78]
1976
σ (t) = −pI + 1
α
∫ t
−∞
G (t− τ)
B α2 (t) dCt α2 (τ)
dτ
+
dCt
α
2
(τ)
dτ
B
α
2
(t)
 dτ
Mode`le de Chris-
tensen [CHR 80],
[CHR 82]
1980 σ (t) = −pI + F (t)
[
g0I +
∫ t
0
g1 (t− τ) dE (τ)
dτ
dτ
]
F
t
(t)
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Mode`le GSL
[SUL 87], [SUL 89]
1987
σ (t) = −pI + 2
3α
E0eB
α
2
(t)− 2
3β
∫ t
−∞
g (t− τ) dCt
−β
2
(τ)
dτ
dτ
Mode`le MFLV
[MOR 88]
1988
σ(t) = −pI + 2
3α
GeB
α
2
(t)
+
2
3α
∫ t
0
G(t− τ)
B α4 (t)dCt α2 (τ)
dτ
B
α
4
(t)
 dτ
Tableau II.2: Tableau re´capitulatif des diffe´rents mode`les viscoe´lastiques non line´aires inte´graux
II.2.3.4 Mode`les de comportement retenus
Comme pour les lois de comportement hypere´lastiques, la diversite´ des mode`les propose´s
dans la litte´rature nous oblige a` faire un choix. Dans la meˆme optique, nous avons choisi de
retenir deux mode`les. L’un simple, le mode`le de Christensen (II.115) permettra de comprendre
les phe´nome`nes mis en jeu ; le second, le mode`le CBT (II.114), plus complexe mais aussi plus
souple permettra de bien repre´senter le comportement des mate´riaux.
Mode`le de Christensen (1980)
En 1980, Christensen [CHR 80] propose la the´orie viscoe´lastique non-line´aire la plus sim-
ple pour repre´senter le comportement des e´lastome`res. Cette the´orie est pre´sente´e comme la
contrepartie viscoe´lastique du mode`le statistique ne´o-hooke´en (pre´sente´ au paragraphe II.2.2.2).
Cependant, l’approche propose´e reste phe´nome´nologique (les phe´nome`nes microscopiques ne
sont pas e´tudie´s). Les restrictions sur le type de mate´riaux concerne´s sont les suivantes : ils
doivent eˆtre homoge`nes, isotropes, incompressibles et e´tudie´s dans des conditions isothermes
largement au-dessus de la tempe´rature de transition vitreuse.
L’hypothe`se de de´part permettant la construction du mode`le suppose que pour des charge-
ments ! suffisamment lents " , pour lesquels les effets de me´moire sont efface´s, ces mate´riaux se
comportent comme des mate´riaux ne´o-hooke´ens, c’est a` dire que la relation contrainte de´formation
est donne´e par les e´quations (II.54) et (II.63).
La forme ge´ne´rale du mode`le est fournie par la relation de Green-Rivlin (II.106). Christensen
propose d’utiliser le de´veloppement en inte´grales multiples (II.107) en ne conservant que les
termes d’ordre 0 et 1. Pipkin [PIP 64] e´tablit la forme simpliﬁe´e du terme du premier ordre
pour un mate´riau isotrope incompressible :
S1 =
∫ t
0
g1 (t− τ) dE (τ)
dτ
dτ (II.119)
et Christensen celle a` l’ordre 0 :
S0 = g0I (II.120)
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Donc la relation contrainte de´formation se met sous la forme de´ja` pre´sente´e (II.115) que nous
rappelons :
σ (t) = −pI + F (t)
[
g0I +
∫ t
0
g1 (t− τ) dE (τ)
dτ
dτ
]
F
t
(t)
Pour assurer l’objectivite´ de cette loi, l’expression pre´ce´dente est re´e´crite sous les formes :
σ (t) = −pI + g0B (t) + 1
2
B (t)
[∫ t
−∞
g1 (t− τ) dCt (τ)
dτ
dτ
]
B
t
(t) (II.121a)
S (t) = −pC−1 (t) + g0I + 1
2
∫ t
0
g1 (t− τ) dC (τ)
dτ
dτ (II.121b)
pour eˆtre respectivement compare´es aux forme ge´ne´rales (II.49a) et (II.49b).
Christensen montre que l’hypothe`se de re´duction au mode`le de Treloar impose lim
τ→∞
g1 (τ) = 0
et que les formes (II.121a) et (II.121b) se re´duisent bien a` (II.105) avec 2µ (t) = 2g0 + g1 (t)
dans l’hypothe`se des petites perturbations. De plus, il pre´cise que son mode`le est limite´ par les
performances du mode`le ne´o-hooke´en, c’est a` dire qu’il est valable pour des extensions de l’ordre
de 150%, ce que l’on peut qualiﬁer de ! petites de´formations " (pas inﬁnite´simales) pour des
e´lastome`res.
En conclusion, nous dirons que ce mode`le simple permet de faire le lien entre les the´ories
hypere´lastiques bien connues et le cas viscoe´lastique non-line´aire moins bien connu. Les re´sultats
fournis par ce mode`le seront donc plutoˆt qualitatifs. Cependant, pour certaines applications
ou` les de´formations sont mode´re´es, le mode`le de Christensen fournit de tre`s bons re´sultats :
on mentionnera le travail de Feng [FEN 92] sur des membranes en caoutchouc pour lesquelles
il a identiﬁe´ les parame`tres du mode`le et obtenu de bons re´sultats dans la mode´lisation du
comportement.
Mode`le CBT (1976)
A la ﬁn des anne´es 70, Chang, Bloch et Tschoegl [CHA 76a], [CHA 76b], [CHA 77b] et
[BLO 78] proposent d’utiliser la notion de mesure de de´formation ge´ne´ralise´e pour mode´liser le
comportement viscoe´lastique non-line´aire.
En partant des re´sultats encourageants obtenus par Ogden pour le cas hypere´lastique (para-
graphe II.2.2.2), ils se proposent de concentrer la non-line´arite´ du comportement dans l’exposant
de la mesure de la de´formation. Ils supposent au pre´alable que les effets du temps et ceux de la
de´formation sont de´couple´s : pour un essai de relaxation le rapport de la contrainte au temps t
sur la contrainte mesure´e a` un temps de re´fe´rence tR ne de´pend pas du niveau de de´formation
pour des de´formations ! mode´re´ment grandes " [CHA 76b], ce type de comportement ayant
e´te´ observe´ sur diffe´rents mate´riaux. L’e´quation liant la contrainte a` l’histoire des de´formations
s’e´crit sous la forme d’une inte´grale line´aire, ce qui donne dans les directions principales :
σi (t) = −p+ 2
α
∫ t
0
G (t− τ) dλ
α
i (τ)
dτ
dτ i = 1, 3 (II.122)
ou` G (τ) et α sont les parame`tres mate´riels. Les auteurs baptisent ce mode`le ! Mode`le Solide
Simple " (ils pre´sentent aussi un mode`le similaire pour les ﬂuides qui ne de´pend pas de la
conﬁguration de re´fe´rence).
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Ils ont construit ce mode`le de telle sorte que pour un mate´riau e´lastique (G (τ) = g0 con-
stante) la relation contrainte de´formation (II.122) se re´duise a` :
σi = −p+ 2Ge
α
(λαi − 1) i = 1, 3 (II.123)
relation identique (a` la valeur de la pression hydrostatique pre`s) a` celle propose´e par Ogden
pour une se´rie re´duite a` un terme (II.91a).
L’expression tensorielle associe´e est construite [CHA 76a] pour assurer l’objectivite´ de la loi
(II.49a) et la syme´trie du tenseur σ. Nous rappelons cette expression (II.114) :
σ (t) = −pI + 1
α
∫ t
0
G (t− τ)
B α2 (t) dCt α2 (τ)
dτ
+
dCt
α
2
(τ)
dτ
B
α
2
(t)
 dτ
De la meˆme fac¸on, nous avons construit la loi lagrangienne e´quivalente qui ve´riﬁe (II.49b) :
S (t) = −pC−1 (t) + 1
α
∫ t
0
G (t− τ)
C−1 (t) dC α2 (τ)
dτ
+
dC
α
2
(τ)
dτ
C
−1
(t)
 dτ (II.124)
Dans toutes les formes pre´ce´dentes de la loi de comportement, la fonction G (τ) est compose´e
d’une constante e´lastique g0 et d’une fonction de relaxation g1 (τ) qui ve´riﬁe :
lim
τ→∞
g1 (τ) = 0 (II.125)
Dans la meˆme publication, Chang et al. [CHA 76a] sugge`rent l’utilisation d’une forme encore
plus ge´ne´rale de leur mode`le de comportement appele´e mode`le ! Mode`le Solide Ge´ne´ralise´ "
(de meˆme ! Mode`le Liquide Ge´ne´ralise´ " ) faisant appel a` la forme la plus ge´ne´rale des mesures
de de´formation (II.25a) et (II.25b).
Les auteurs ont e´tudie´ dans le de´tail et utilise´ leurs mode`les ! Liquide Simple " [CHA 77b]
et ! Solide Simple " [BLO 78] pour identiﬁer des re´sultats expe´rimentaux obtenus sur le
caoutchouc styre`ne-butadie`ne (SBR) soumis a` de la traction uniaxiale. Les re´sultats obtenus
sont tre`s satisfaisants jusqu’a` des e´longations de l’ordre de 150%. Ceci justiﬁe les hypothe`ses de
de´part sur la line´arite´ de la formulation utilise´e pour des de´formations ! mode´re´ment grandes " .
Pour notre part, nous proposons d’e´tendre la formulation du mode`le CBT en utilisant une
se´rie de termes du type (II.122) comme pour le mode`le hypere´lastique d’Ogden :
σi (t) = −p+
N∑
n=1
∫ t
0
2
αn
Gn (t− τ) dλ
αn
i (τ)
dτ
dτ i = 1, 3 (II.126)
En mettant les fonctions 2αnGn (τ) sous la forme g0n [1 + g1 (τ)], la formule pre´ce´dente devient :
σi (t) = −p+
N∑
n=1
g0nλ
αn
i (t) +
N∑
n=1
g0n
∫ t
0
g1 (t− τ) dλ
αn
i (τ)
dτ
dτ (II.127)
forme que l’on peut qualiﬁer (de fac¸on similaire a` Christensen) de contrepartie viscoe´lastique du
mode`le d’Ogden. Tout comme pour le cas hypere´lastique, l’utilisation d’une se´rie, par exemple
de trois termes, permettra de mode´liser de plus grandes de´formations que le mode`le initial.
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II.3 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord rappele´ les diffe´rentes grandeurs et notations de la
me´canique des milieux continus, puis les lois de comportement hypere´lastiques et viscoe´lastiques
non-line´aires inte´grales utilise´es pour mode´liser les polyme`res thermoplastiques dans le domaine
caoutchoutique.
Quatre mode`les de comportement ont e´te´ retenus : deux hypere´lastiques et deux viscoe´lastiques.
Pour chaque type de comportement (e´lastique et viscoe´lastique), un mode`le simple classique
(Mooney et Christensen) et un mode`le plus complexe (Ogden et CBT ge´ne´ralise´) utilisant des
mesures ge´ne´ralise´es de la de´formation ont e´te´ de´ﬁnis. Les mode`les simples permettront de
comprendre qualitativement les phe´nome`nes et les mode`les complexes de mode´liser au mieux le
comportement du mate´riau.
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Les mode`les de´crits dans le chapitre pre´ce´dent ne´cessitent la mise en œuvre de me´thodes
expe´rimentales aﬁn de de´terminer les constantes mate´rielles. Comme nous l’avons vu pre´ce´demment,
un mode`le de comportement s’ave`re rarement efficace pour tous les types de de´formation : il
permet souvent de ne simuler que des e´tats de de´formation du meˆme type que ceux utilise´s
pour la de´termination des constantes mate´rielles. C’est pourquoi ces me´thodes expe´rimentales
doivent approcher au mieux les conditions d’utilisation du mate´riau pour fournir des constantes
mate´rielles utilisables lors de la simulation nume´rique des proce´de´s.
Pour les polyme`res a` l’e´tat fondu, des expe´riences de traction uniaxiale [MEI 81], [GOL 87] et
de cisaillement oscillatoire ([VEN 93] par exemple) sont fre´quemment utilise´es pour l’identiﬁca-
tion des donne´es viscoe´lastiques des mate´riaux. Cependant, les proce´de´s de souﬄage (injection -
e´tirement - souﬄage, extrusion - souﬄage) et de thermoformage mettent en jeu des de´formations
de type biaxial [THR 87].
Un des objectifs de notre travail de the`se e´tait de de´velopper un montage expe´rimental
mettant en jeu des e´tats de de´formation biaxiaux et une me´thode d’identiﬁcation simple, qui
permettraient, par la suite, une caracte´risation syste´matique des polyme`res thermoplastiques a`
l’e´tat fondu aﬁn de la simuler les proce´de´s de mise en forme.
Dans cette partie, nous ferons tout d’abord une revue bibliographique des diffe´rents essais en-
trant dans ce cadre. Puis, nous pre´senterons notre montage ainsi que les re´sultats obtenus. Enﬁn,
apre`s avoir rappele´ la me´thode d’identiﬁcation ge´ne´ralement adopte´e, nous de´velopperons une
me´thode originale que nous appliquerons aux mode`les de comportement retenus pre´ce´demment.
III.1 Historique des essais d’extension biaxiale
III.1.1 Les diffe´rents types d’essai
Pour obtenir un e´tat de de´formation biaxial, trois types d’essais principaux peuvent eˆtre mis
en place (ﬁgure III.1) :
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(a) (b) (c)
Figure III.1 : Les diffe´rents essais d’extension biaxiale : (a) extension plane biaxiale, (b) exten-
sion et souﬄage simultane´s d’un cylindre, (c) souﬄage d’une membrane plane
• l’extension plane biaxiale : pour ce type d’expe´rience, la membrane est e´tire´e suivant
deux directions, les forces s’exerc¸ant dans ces directions e´tant totalement inde´pendantes
(ﬁgure III.1(a)). Parmi les dispositifs utilise´s, on peut citer le rhe´ome`tre de´veloppe´ par
Meissner et al. [MEI 87] qui permet d’obtenir un e´tat de contrainte biaxial quelconque.
Ce type de me´thode est cependant rare, car tre`s complexe a` mettre en œuvre. En effet, le
positionnement et le serrage de la membrane ne´cessite du mate´riel couˆteux, et il est assez
difficile d’imposer deux forces inde´pendantes (proble`me de synchronisation). De plus, les
e´tudes de ce genre n’ont pas encore e´te´ mene´es pour les tempe´ratures rencontre´es lors des
proce´de´s car celles-ci accentuent les difficulte´s pre´ce´dentes.
• l’extension et le souﬄage simultane´s d’un cylindre : un cylindre mince de mate´riau est e´tire´
dans la direction de sa hauteur et dans le meˆme temps, de l’air est injecte´ a` l’inte´rieur (le
principe est similaire a` celui du proce´de´ industriel d’e´tirement-souﬄage). La ﬁgure III.1(b)
pre´sente ce type d’expe´rience. Comme avec le montage pre´ce´dent, cette technique permet
d’imposer des de´formations biaxiales inde´pendantes. Dans le cadre de ses travaux sur
les ballons me´te´orologiques, Alexander [ALE 71a] a mene´ a` bien ce type d’expe´riences
sur le latex pour mettre en e´vidence certains phe´nome`nes d’instabilite´. Plus re´cemment,
Benjeddou et al. [BEN 93] ont utilise´ un tel montage pour de´terminer les parame`tres du
mode`le d’Ogden sur bon nombre de caoutchoucs. Wineman [WIN 79] a traite´ de fac¸on
tre`s comple`te l’aspect the´orique de ce proble`me.
• le souﬄage de membrane initialement plane : il consiste a` souﬄer une membrane de
mate´riau initialement plane, le plus souvent circulaire, a` l’aide d’un ﬂuide (ﬁgure III.1(c)).
A l’inverse des deux montages pre´ce´dents, les de´formations dans les deux directions ne
sont pas inde´pendantes. Malgre´ ce de´sagre´ment, ce montage reste le plus utilise´ car il est
moins difficile a` mettre en œuvre que les deux pre´ce´dents. C’est le montage expe´rimental
que nous avons choisi. La bibliographie relative a` ce type d’essais est de´taille´e dans le
paragraphe suivant.
Remarque : des montages plus singuliers peuvent eˆtre envisage´s, on citera notamment les
travaux de Rodriguez et al. [RV 96] qui ont effectue´ des essais directement sur une machine
industrielle d’extrusion-souﬄage.
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III.1.2 Souﬄage d’une membrane initialement plane
Les premiers montages expe´rimentaux de souﬄage d’une membrane plane ont e´te´ utilise´s
pour l’e´tude des caoutchoucs. Treloar [TRE 44a] fut le premier a` utiliser cette me´thode pour
e´tudier le comportement de ces mate´riaux et le phe´nome`ne d’e´clatement. De plus, ses expe´riences
lui ont permis de valider l’utilisation du mode`le statistique pour repre´senter le comportement
du caoutchouc. Comme nous l’avons de´ja` mentionne´, Hart-Smith [HS 66] et Ogden [OGD 72]
ont utilise´ ces donne´es expe´rimentales pour valider leurs mode`les respectifs. En 1951, Rivlin
et Saunders [RIV 51] utilisent le meˆme type d’essai pour identiﬁer les parame`tres de la loi de
Mooney-Rivlin pour un caoutchouc, en montrant que l’e´tat de de´formation e´quibiaxial obtenu
au poˆle est e´quivalent a` une compression suivant l’axe normal a` la membrane.
Plus tard, cette technique a e´te´ e´tendue a` l’e´tude des polyme`res en ge´ne´ral. Au de´but des
anne´es 70, Denson et al. [DEN 71], [JOY 72], [JOY 73] ont de´veloppe´ des montages expe´rimentaux
plus complexes permettant le souﬄage de polyme`res ! liquides " (mais soutenant leur propre
poids), a` la tempe´rature ambiante, pour de´terminer la viscosite´ de ces mate´riaux. Les mesures
devinrent plus difficiles a` effectuer compte tenu du comportement visqueux des mate´riaux : les
auteurs ont alors utilise´ une came´ra pour enregistrer l’e´volution des de´formations au cours du
temps. Un travail similaire a e´te´ mene´ par Maerker et Schowalter [MAE 74] a` des vitesses de
de´formation plus e´leve´es dans le but de de´terminer les parame`tres de lois de comportement
liquides.
Dans le meˆme temps, on a commence´ a` s’inte´resser au comportement des polyme`res ther-
moplastiques chauffe´s tre`s au dessus de leur tempe´rature de transition vitreuse. En 1974, apre`s
avoir teste´ de nombreux plastiques a` des tempe´ratures e´leve´es, Schmidt et Carley [SCH 75a],
[SCH 75b] montrent, avec ce type d’expe´rience, que dans les conditions de mise en forme, ces
mate´riaux peuvent eˆtre mode´lise´s par des lois de comportement hypere´lastiques (ils utilisent es-
sentiellement le mode`le de Rivlin a` l’ordre 2). Quelques anne´es apre`s, De Vries et al. [DEV 77a],
[DEV 77b] utilisent les expe´riences de souﬄage de membranes circulaires pour mettre en e´vidence
l’importance de la tempe´rature et de l’orientation des polyme`res pour leur mise en forme. En
1980, Denson et Hylton [DEN 80] souﬄent des membranes rectangulaires d’ABS (Acrylonitrile
Butadie`ne Styre`ne) pre`s de la tempe´rature de mise en forme (138◦C) en utilisant de l’huile pour
le gonﬂage. Celle-ci e´tant incompressible, ils peuvent mener a` bien des expe´riences de retard,
ou` la pression est impose´e, ce qu’on ne pouvait pas faire avec le souﬄage par de l’air.
Depuis les anne´es 80, les travaux sur les caoutchoucs reprennent pour e´tudier des phe´nome`nes
plus complexes. Certains auteurs ajoutent des moules transparents au montage expe´rimental
classique de souﬄage libre : Kong et White [KON 85] pour analyser les phe´nome`nes mis en
jeu lors du contact avec les parois du moule, Charrier et al. [CHA 87], [CHA 89] pour valider
leur code de calcul de souﬄage de membrane. Feng [FEN 92] utilise ce montage sur une longue
pe´riode de temps (de l’ordre de la demi-heure) pour mettre en e´vidence le caracte`re viscoe´lastique
du caoutchouc (pour cela, il utilise un capteur photo-sensible pour conserver constante la hauteur
de la bulle [BLA 85] et ainsi mettre en place une expe´rience de relaxation).
Dans le meˆme temps, cette technique expe´rimentale est beaucoup utilise´e dans le domaine
biome´canique pour caracte´riser le comportement de membranes biologiques [BYL 86], [KRI 93]
et [HSU 94]. En effet, ces membranes ne peuvent eˆtre transforme´es et doivent eˆtre teste´es a`
l’e´tat naturel, et donc sous ce type de sollicitation.
A la manie`re de Schmidt et Carley, on se propose, dans ce travail, d’utiliser cette technique
expe´rimentale pour la caracte´risation de polyme`res thermoplastiques fondus a` leur tempe´rature
de mise en forme, en insistant sur leur caracte`re viscoe´lastique et plus pre´cise´ment sur l’inﬂuence
de la vitesse de souﬄage.
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III.2 Re´alisation de l’essai
Un montage expe´rimental de souﬄage de membranes circulaires a e´te´ conc¸u et une campagne
d’essais a e´te´ mene´e a` bien a` l’Institut des Mate´riaux Industriels (Conseil National de Recherche
du Canada) a` Boucherville (Que´bec) pre`s de Montre´al.
III.2.1 Dispositif expe´rimental
III.2.1.1 Description ge´ne´rale
Régulateur
de débit
Air
Capteur de
pression
Chambre
environnementale
MiroirT°C
Enregistrement
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1.00 s
Chronomètre
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Thermocouple 2
Figure III.2 : Montage expe´rimental pour le souﬄage d’une membrane initialement plane
Le dispositif expe´rimental, montre´ sur la ﬁgure III.2, est constitue´ :
- d’un dispositif de souﬄage dans lequel est place´e une feuille mince circulaire de polyme`re
thermoplastique, sur laquelle ﬁgurent des cercles concentriques et des lignes radiales trace´s
a` l’encre ;
- d’une chambre environnementale dans laquelle est place´ le dispositif pre´ce´dent. La feuille
polyme´rique est alors chauffe´e au voisinage de sa tempe´rature de mise en forme. La
membrane ainsi ramollie est gonﬂe´e par de l’air pour former une bulle ;
- d’un syste`me d’acquisition de donne´es qui enregistre l’e´volution de la pression a` l’inte´rieur
de la bulle de l’e´tat initial non de´forme´ jusqu’au moment de l’e´clatement. Dans le meˆme
temps, une came´ra place´e au dessus du montage enregistre l’e´volution des de´formations
des lignes trace´es sur la feuille et de la hauteur de la bulle par l’interme´diaire d’un miroir
late´ral.
Les de´tails du dispositif sont inspire´s des montages expe´rimentaux de´veloppe´s par Joye et al.
[JOY 72] et Schmidt [SCH 72] et sont expose´s dans le paragraphe suivant.
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III.2.1.2 De´tails du dispositif
Le module de souﬄage
Le module de souﬄage est l’organe central du dispositif : il permet la mise en place et le
serrage de la membrane lors de sa mise en tempe´rature. La ﬁgure III.3 pre´sente ce module. Il
est constitue´ de trois parties en aluminium : un cylindre creux et deux plaques carre´es perce´es.
Le cylindre et la plaque infe´rieure sont visse´s et l’e´tanche´ite´ est assure´e par un joint de silicone.
La plaque supe´rieure est amovible et permet le positionnement et le serrage de la feuille
de polyme`re entre deux joints de silicone. Le silicone est utilise´ pour son bon comportement
a` haute tempe´rature (jusqua` 200◦C), il e´vite le collage de la feuille de polyme`re fondu sur le
me´tal. Le cylindre est quant a` lui pourvu de deux oriﬁces : l’un permettant l’arrive´e de l’air,
l’autre permettant la mesure de la pression. Ces deux oriﬁces se trouveront place´s a` l’exte´rieur
de la chambre environnementale.
p laque
supér ieure
p laque
infér ieure
feui l le de
polymère
joints de
si l icone
arr ivée de
l 'air et valve
capteur  de pression
et acquis i t ion de
données
cyl indre
30°
45°
Figure III.3 : Module de souﬄage
Le rayon du trou perce´ dans les deux plaques carre´es (donc le rayon de la membrane qui
sera souﬄe´e) est 3,175 cm (1.25 in). Il faut noter que les contours de ces trous ont e´te´ usine´s
en biseau, aﬁn d’e´viter tout contact entre les plaques et la membrane : avec la plaque infe´rieure
lors du chauffage (lorsque la membrane ﬂe´chit sous son poids) et avec la plaque supe´rieure lors
du gonﬂement. Pour les angles d’usinage, nous avons adopte´ les valeurs fournies par Schmidt
[SCH 72] : 30◦ pour la plaque supe´rieure et 45◦ pour la plaque infe´rieure.
L’alimentation d’air
L’arrive´e d’air est assure´e par l’alimentation du laboratoire (pression fournie de l’ordre de
560 000 Pa), ce qui est suffisant compte tenu des pressions ne´cessaires au souﬄage de tels
mate´riaux dans les conditions de mise en forme (de l’ordre de 30 000 Pa pour des membrane
de rayon 2, 2 cm et d’e´paisseur 2, 5 mm d’apre`s [SCH 75b] ). Une valve et un de´bime`tre assure
l’interface entre l’alimentation et le module de souﬄage. Ce syste`me permet le re´glage du de´bit
et commande le de´clenchement du souﬄage.
Les expe´riences se font donc a` de´bit massique d’air constant. Il est possible de faire varier
ce de´bit d’une expe´rience a` l’autre.
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La chambre environnementale et le controˆle de la tempe´rature
Le point crucial de l’expe´rience est le controˆle de la tempe´rature [DEL 91]. En effet, lors
du souﬄage, il est tre`s difficile de connaˆıtre l’e´volution de la tempe´rature dans le mate´riau car
celui-ci est souﬄe´ par de l’air a priori plus froid. On peut cependant se ﬁxer comme premie`re
priorite´ d’estimer pre´cise´ment la tempe´rature de la membrane au de´but de l’expe´rience.
Pour cela, on re`gle le controˆleur de la chambre environnementale sur la tempe´rature de´sire´e ;
celle-ci est mesure´e par un thermocouple (thermocouple 1 sur la ﬁgure III.2) et re´gule´e par le
controˆleur de l’e´tuve. Cependant, la seule connaissance de la tempe´rature de l’air au dessus de
la membrane ne permet pas de connaˆıtre exactement la tempe´rature au coeur du mate´riau :
celle-ci de´pend du temps d’homoge´ne´isation de la tempe´rature choisi. C’est pourquoi un autre
thermocouple a e´te´ ajoute´ a` l’inte´rieur du module de souﬄage pour mesurer la tempe´rature
sous la membrane (thermocouple 2 sur la ﬁgure III.2). L’expe´rience est de´clenche´e lorsque la
tempe´rature sous la membrane atteint une valeur ﬁxe´e par l’expe´rimentateur. Lors d’essais
pre´liminaires, on mesure, par des tests successifs a` l’aide d’un capteur a` infra-rouges, l’e´volution
de la tempe´rature a` la surface supe´rieure de la membrane pendant la pe´riode d’homoge´ne´isation
de la tempe´rature. On de´termine ainsi la valeur de la tempe´rature que doit fournir le thermo-
couple 2 pour que l’expe´rimentateur de´clenche le souﬄage.
Remarque : la tempe´rature fournie par ce second thermocouple n’a pas de signiﬁcation pro-
prement dite, on utilise cet artiﬁce car le capteur a` infra-rouges ne peut pas eˆtre laisse´ dans la
chambre tout au long du chauffage.
Mesures et acquisition des donne´es
Deux types de grandeurs sont e´chantillonne´s dans le temps pendant les expe´riences : les
de´formations (de´formations des lignes et hauteur de la bulle) et la pression a` l’inte´rieur de la
bulle.
L’e´volution des de´formations est obtenue par l’interme´diaire du ﬁlm du souﬄage. Le syste`me
vide´o est constitue´ d’une came´ra, d’un chronome`tre a` incrustation, d’un magne´toscope et d’un
e´cran de controˆle. La came´ra est ﬁxe´e au dessus de la chambre environnementale. Un miroir
en aluminium (re´sistant a` la chaleur) est place´ a` coˆte´ de la membrane faisant ainsi un angle
de 60◦ avec la plaque supe´rieure. Il permet d’enregistrer l’e´volution de la hauteur de la bulle
par l’interme´diaire de son image. Cette hauteur et ces de´formations sont ensuite mesure´es sur
l’e´cran et corrige´e par un coefficient qui de´pend de la distance focale entre la came´ra et la bulle.
Ce type de mesure, bien que peu pre´cis en apparence, fournit des re´sultats satisfaisants, car
reproductibles (du moins pour la hauteur) comme nous le verrons par la suite.
Remarque : pour mesurer la hauteur, nous avons envisage´ et teste´ d’autres dispositifs tels le
laser ou le capteur photosensible. Les re´sultats ne furent pas satisfaisant, et ce a` cause des hautes
tempe´ratures qui nous obligeaient a` placer ces appareils a` l’exte´rieur de la chambre rendant ainsi
les mesures tre`s difficiles.
La mesure de la pression a` l’inte´rieur de la bulle est effectue´e par un capteur de pression TH-
LCV. La sortie de ce capteur est ampliﬁe´e (sortie fournie de 0 a` 5 volts) pour diminuer l’inﬂuence
de la pre´sence de bruit. La pre´cision donne´e par le fabricant est 0,25 % et l’intervalle de mesure
du capteur est a` peu pre`s 0 − 0, 1MPa (0-15 psi). Le logiciel d’acquisition Labtech-Notebook
[Lab ] permet l’enregistrement des mesures temps-pression.
La came´ra utilise´e fournissant 30 images par seconde, nous avons re`gle´ la fre´quence d’acquisi-
tion de la mesure de la pression a` 30 Hz. Ceci permet donc d’avoir a` chaque mesure du temps,
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une valeur de la pression et une ge´ome´trie de´forme´e de la bulle. Il est important de noter que
l’incertitude sur la mesure du temps est alors de ± 160 s, c’est-a`-dire l’amplitude de l’intervalle
de mesure.
Remarque : malgre´ cette mise en paralle`le des mesures, la mise en concordance de la pression
et de la de´formation restait difficile : la de´termination de l’image de de´part (temps t = 0
du souﬄage) e´tait impossible. Nous avons donc synchronise´ les mesures a` partir de l’image
ﬁnale, c’est-a`-dire au moment de l’e´clatement. En effet, le moment de l’e´clatement apparaˆıt
tre`s distinctement sur le ﬁlm mais aussi sur les donne´es releve´es par le logiciel d’acquisition au
travers de la chute brutale de la pression interne.
III.2.2 Mate´riau e´tudie´. Conditions expe´rimentales
III.2.2.1 Mate´riau e´tudie´
Comme nous l’avons dit pre´ce´demment, le but de ce travail expe´rimental est de construire un
montage qui permette de mettre en e´vidence le caracte`re viscoe´lastique des polyme`res fondus.
De`s lors, le choix du mate´riau n’e´tait pas capital : nous avons teste´ plusieurs mate´riaux sur
notre montage dans le but choisir celui permettant de faire le plus d’expe´riences possible et ainsi
d’appre´cier la reproductibilite´ de ce type d’essais. De ces tests, il re´sulte que :
- le PMMA (polyme´thyl-me´tacrylate) et le PC (polycarbonate) n’ont pas pu eˆtre gonﬂe´s de
fac¸on satisfaisante : la membrane se gonﬂait tre`s peu, prenant juste une forme he´misphe´rique,
avant l’e´clatement au poˆle. Des observations similaires ont e´te´ faites par Schmidt et Carley
[SCH 75a] ;
- le PP (polypropyle`ne) et le HDPE (polye´thyle`ne haute densite´) ont e´te´ gonﬂe´s a` des
niveaux satisfaisants, mais le temps tre`s court de leur gonﬂement (de l’ordre de 0,5 s)
nous a fait pre´fe´rer le HIPS (polystyre`ne a` haut impact) et l’ABS (acrylonitrile butadie`ne
styre`ne) qui pre´sentaient des temps de gonﬂement plus importants (de l’ordre de 2 s).
Remarque : il faut noter que le HIPS fait partie des mate´riaux e´tudie´s dans le de´tail par
Schmidt et Carley [SCH 75a] ;
- pour nos expe´riences, notre choix ﬁnal s’est porte´ sur l’ABS car sa tempe´rature de mise
en forme est d’environ de 146◦C ([THR 87] chapitre 2) (contre 180◦C pour le HIPS), ce
qui re´duit conside´rablement la dure´e du chauffage pre´alable a` l’expe´rience.
La re´sine ABS repre´sente un des meilleurs me´langes qui soit entre une re´sine (acrylonitrile-
styre`ne) et un e´lastome`re (butadie`ne-acrylonitrile). La premie`re fabrication de cette re´sine
date des anne´es 1950. Chacun des composants apporte des qualite´s particulie`res au produit :
l’acrylonitrile donne la re´sistance chimique et la bonne tenue en tempe´rature, le butadie`ne
contribue a` la re´sistance a` l’impact et le styre`ne permet un bon ﬁni de surface et confe`re une
grande rigidite´. La tempe´rature de transition vitreuse, Tg, est entre 80
◦C et 120◦C ([THR 87]
chapitre 2) .
Le bon compromis entre le couˆt et le type d’utilisation des re´sines ABS constitue un e´le´ment
favorable dans de nombreux domaines : industrie automobile, appareils e´lectro-me´nagers, etc.
On peut citer quelques exemples d’articles fabrique´s en re´sines ABS : boˆıtiers d’appareils e´lectriques
ou e´lectroniques, te´le´phones, habillage inte´rieur d’automobile, tuyaux de plomberie domestique.
68 Chapitre III. Expe´rience de souﬄage d’une membrane initialement plane
III.2.2.2 Conditions expe´rimentales
Des feuilles carre´es d’ABS (de coˆte´ 10 cm environ) d’e´paisseur 1,57 mm sont de´coupe´es et
marque´es par de l’encre vaporise´e au travers d’un gabarit (voir les photos des e´chantillons sur
la ﬁgure III.4) avant d’eˆtre place´es dans le module de souﬄage. Ce gabarit permet de tracer des
cercles concentriques et des lignes radiales sur la membrane pour faciliter son positionnement,
mais surtout pour avoir acce`s aux de´formations [JOY 72]. En fait, ces trace´s sur les membranes,
initialement pre´vus pour les mesures des extensions principales, n’ont pas e´te´ utilise´s puisque
nous nous sommes contente´s de mesurer la hauteur de la bulle (nous en donnerons la raison par
la suite lors de l’identiﬁcation des constantes mate´rielles).
La membrane est chauffe´e a` 143◦C, tempe´rature ve´riﬁe´e au moyen du capteur a` infra-rouges
pointe´ sur la surface. Pour cela, la tempe´rature au dessus de la membrane (lue sur le thermo-
couple 1) est ﬁxe´e a` 146◦C, tempe´rature atteinte tre`s rapidement (au bout de 10 min environ) ;
la tempe´rature au dessous (thermocouple 2) est, elle, ﬁxe´e a` 125◦C (tempe´rature de´termine´e par
des tests successifs), celle-ci est atteinte au bout d’un temps plus long (de l’ordre de 50 min).
Nous avons mene´ les expe´riences pour trois de´bits d’air diffe´rents : 27 l/s, 19 l/s, 11 l/s.
En re´sume´, les conditions expe´rimentales sont les suivantes :
- mate´riau : ABS (Acrylonitrile Butadie`ne Styre`ne) ;
- feuilles circulaires de rayon 3,175 cm et e´paisseur 1,57 mm ;
- tempe´rature de mise en forme 143◦C ;
- de´bits d’air pour le souﬄage : 27 l/s, 19 l/s et 11 l/s.
III.2.3 Mesures et incertitudes
Une se´rie d’expe´riences a donc e´te´ mene´e sur les membranes d’ABS dans les conditions
spe´ciﬁe´es pre´ce´demment :
- 27 l/s : 23 expe´riences ;
- 19 l/s : 9 expe´riences ;
- 11 l/s : 10 expe´riences.
Les photos d’e´cran des ﬁgures III.4 et III.5 pre´sentent le gonﬂement de la membrane vu,
respectivement, de dessus et de proﬁl. On note sur ces ﬁgures le grossissement tre`s important
des lignes trace´es pre´alablement sur la membrane, ce qui illustre bien les difficulte´s de mesure
des extensions principales au poˆle. De plus, on distingue bien l’image de la membrane sur le
miroir qui permet la mesure de la hauteur.
Apre`s e´limination des expe´riences inexploitables (dues le plus souvent a` un e´clatement
pre´mature´ de la membrane), nous avons conserve´ :
- 27 l/s : 18 expe´riences ;
- 19 l/s : 7 expe´riences ;
- 11 l/s : 10 expe´riences.
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Figure III.4 : Gonﬂement d’une membrane chauffe´e : vue de dessus
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Figure III.5 : Gonﬂement d’une membrane chauffe´e : vue de proﬁl
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Il faut noter que beaucoup plus d’expe´riences ont e´te´ mene´es pour le de´bit le plus e´leve´ ; en
effet, c’est pour ce de´bit que tous les re´glages pre´liminaires ont e´te´ effectue´s.
Pour chaque de´bit d’air, nous avons enregistre´ les valeurs de la pression et de la hauteur de
la bulle au cours du temps. Pour chaque de´bit et pour chaque temps de mesure, nous avons
donc collecte´ plusieurs points expe´rimentaux (autant que d’expe´riences a` ce de´bit). Les ﬁgures
III.7, III.8 et III.9 pre´sentent toutes les courbes expe´rimentales obtenues (a) de la hauteur de la
bulle en fonction du temps et (b) de la pression interne en fonction du temps, pour les de´bits
27 l/s, 19 l/s et 11 l/s respectivement.
Remarque : la me´thode de mesure de la hauteur (mesure directe sur un e´cran) e´tant a priori
tre`s peu pre´cise, ces mesures ont e´te´ effectue´es par deux ope´rateurs diffe´rents d’une expe´rience
a` l’autre.
Les se´ries de courbes relatives aux trois de´bits pre´sentent la meˆme allure ge´ne´rale. On
observe, pour la hauteur, une pente faible au de´but du souﬄage, puis une augmentation signi-
ﬁcative de cette pente en ﬁn d’essai. Pour la pression, il y a tout d’abord une monte´e en pression
quasiment line´aire puis une chute brutale de celle-ci et enﬁn une stabilisation avant l’e´clatement.
En fait, l’acce´le´ration de la de´formation (dans notre cas l’augmentation brutale de la hauteur
de la bulle) intervient au meˆme moment que la chute de pression. Ce phe´nome`ne physique est
assez classique dans le souﬄage de membrane, on peut citer par exemple le cas du gonﬂement
d’un ballon de baudruche : au de´part, il faut souﬄer assez fort pour initier la de´formation
(monte´e en pression et gonﬂement faible) puis brusquement la pression chute et le volume croˆıt
tre`s rapidement). Ainsi, ces expe´riences mettent en e´vidence l’existence d’une pression critique :
la pression maximale rencontre´e lors du souﬄage. La membrane ne peut pas supporter de plus
grandes pressions (nous reverrons ce phe´nome`ne lors de l’e´tude des instabilite´s apparaissant lors
du souﬄage, voir annexe C). Le fait d’imposer le de´bit et non la pression permet d’observer
expe´rimentalement la courbe totale de la pression. Ceci est duˆ au fait que le volume interne de
la membrane et la pression a` l’inte´rieur de celle-ci ne sont pas inde´pendants : ils sont lie´s par
les relations de compressibilite´ du gaz contenu a` l’inte´rieur de la membrane (e´quation des gaz
parfaits dans le cas le plus simple). Nous prendrons en compte ces observations par la suite lors
de nos travaux nume´riques sur le souﬄage de membrane.
Pour analyser la reproductibilite´ des expe´riences, nous avons calcule´ la moyenne arithme´tique
des mesures (a` chaque temps de mesure) ainsi que l’e´cart-type expe´rimental qui caracte´rise la
dispersion des variables observe´es autour de leur moyenne [Org 95]. Pour un de´bit d’air donne´,
notons nexp le nombre d’expe´riences, t un temps de mesure et q la grandeur mesure´e (dans ce
cas, soit la pression, soit la hauteur), la moyenne, q(t) est donne´e par :
q(t) =
1
nexp
nexp∑
i=1
qi(t) (III.1)
et l’e´cart type expe´rimental, s[q(t)], par :
s2[q(t)] =
1
nexp − 1
nexp∑
i=1
[qi(t)− q(t)]2 (III.2)
Les ﬁgures III.III.6(a) et III.III.6(b) pre´sentent ces donne´es sous forme d’intervalles q(t) ±
s[q(t)] respectivement pour la hauteur de la bulle et la pression interne. Sur ces courbes, nous
avons ajoute´ les intervalles d’incertitude pour la mesure du temps qui sont constants : ± 160 s
quel que soit le temps de mesure.
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Figure III.6 : Re´sultats expe´rimentaux : moyennes et e´cart types
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Figure III.7 : Re´sultats expe´rimentaux pour le de´bit 27 l/s
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Figure III.8 : Re´sultats expe´rimentaux pour le de´bit 19 l/s
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Figure III.9 : Re´sultats expe´rimentaux pour le de´bit 11 l/s
Pour chacun des points de mesure (chaque temps t), nous avons de´ﬁni l’erreur relative de la
grandeur q(t) (q repre´sentant soit la hauteur, soit la pression) comme le rapport du double de
l’e´cart type expe´rimental sur la moyenne de la mesure, soit 2s[q(t)]/q(t). Cette erreur fournit
donc une information sur la pre´cision des mesures. Le tableau III.1 donne la valeur maximale
de cette erreur pour les deux grandeurs mesure´es, la pression interne et la hauteur de la bulle, et
pour chacun des de´bits. Ces erreurs maximales sont bien e´videmment obtenues dans la seconde
partie du souﬄage, c’est-a`-dire apre`s la chute de pression (ﬁgure III.6). Lors de la monte´e
en pression, l’erreur de mesure, aussi bien pour la hauteur que pour la pression, n’est que de
l’ordre de 12 % quel que soit le de´bit. Il convient de noter que les valeurs d’erreurs obtenues
pour le de´bit 19 l/s sont beaucoup plus faibles que pour les deux autres de´bits : le nombre
d’expe´riences effectue´es pour ce de´bit n’est pas suffisant pour obtenir une bonne estimation de
la reproductibilite´.
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Mesure \ De´bit 27 l/s 19 l/s 11 l/s
Hauteur 28,8 % 13,8 % 34,6 %
Pression 33,4 % 14,4 % 41,8 %
Tableau III.1: Erreurs maximales de mesure pour les trois de´bits
Malgre´ cela, on peut conclure a` une assez bonne reproductibilite´ des mesures puisque la dis-
persion des re´sultats obtenus lors des monte´es en pression est faible : les conditions expe´rimentales
(de´bit impose´ et tempe´rature de la membrane) sont donc bien reproduites. La dispersion obtenue
dans les secondes parties des expe´riences (chute de pression) tient plus a` l’emballement des
phe´nome`ne physiques qu’a` des erreurs de mesures. De plus, les craintes que nous avions sur
la me´thode de mesure de la hauteur (mesures effectue´es sur l’e´cran par un ope´rateur) n’e´taient
pas fonde´es. En effet, les dispersions obtenues sont du meˆme ordre de grandeur que celles rel-
atives a` la pression mesure´e, quant a` elle, par un capteur. Il n’en aurait pas e´te´ de meˆme si
l’on avait mesure´ des extensions principales au voisinage du poˆle. En effet, les quelques tests
que nous avons effectue´s sur ce type de mesures, en re´unissant les re´sultats obtenus pour les
meˆmes expe´riences par deux ope´rateurs diffe´rents, ont laisse´ apparaˆıtre de tre`s grandes disper-
sions (de l’ordre de 30 % pour la monte´e en pression et de 60 % pour la chute). Ces dispersions
importantes discre´ditent ce type de mesures.
III.2.4 Mise en e´vidence du caracte`re viscoe´lastique
Les graphes de l’e´volution de la hauteur de la bulle (ﬁgure III.III.6(a)) et de la pression interne
(ﬁgure III.III.6(b)) peuvent eˆtre rassemble´s sur des courbes hauteur-pression apre`s e´limination
de la variable temps. La ﬁgure III.10 pre´sentent les courbes moyennes hauteur-pression relatives
aux trois de´bits d’air.
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Figure III.10 : Courbes moyennes de la pression interne en fonction de la hauteur de la bulle :
(◦) 27 l/s, (!) 19 l/s, (") 11 l/s
Sur ces courbes, il apparaˆıt que pour un meˆme niveau de de´formation (une meˆme hauteur de
la bulle), la pression correspondante de´pend du de´bit de l’air, donc de la vitesse de de´formation.
On peut conclure de cette observation que la de´formation ne de´pend pas seulement du charge-
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ment actuel, mais aussi de l’histoire de celui-ci. Le caracte`re viscoe´lastique de l’ABS a` sa
tempe´rature de mise en forme est ainsi mis en e´vidence.
III.3 Identiﬁcation des coefficients des mode`les de comporte-
ment
Nous avons vu dans le paragraphe pre´ce´dent que nos mesures ne concernent que la hauteur
de la bulle et la pression interne. Compte tenu des difficulte´s de mesures, nous ne nous sommes
pas pre´occuppe´s des extensions principales. Dans cette partie nous montrerons que ces mesures
sont suffisantes pour caracte´riser les mate´riaux.
Nous donnerons tout d’abord la me´thode d’identiﬁcation classique base´e sur la mesure des
extensions principales au poˆle, puis nous de´velopperons une me´thode d’identiﬁcation originale
base´e sur la re´solution des e´quations exactes du proble`me de souﬄage d’une membrane plane.
III.3.1 La me´thode classique
Dans la plupart des e´tudes [TRE 44b], [JOY 72], [MAE 74], [DEV 77a], les auteurs sup-
posent que l’e´tat de contrainte est e´quibiaxial au voisinage du poˆle (en fait ceci n’est ve´riﬁe´
exactement qu’au poˆle), c’est-a`-dire que la membrane est de forme sphe´rique au voisinage du
poˆle. Ils mesurent alors l’extension principale au voisinage du poˆle et la hauteur d’un petit
tronc¸on incluant le poˆle ainsi que la pression interne [JOY 72]. La hauteur et l’extension princi-
pale au poˆle permettent de calculer l’e´paisseur de la membrane, le rayon de courbure, et, graˆce
a` la pression, la contrainte au poˆle. On obtient ainsi la courbe contrainte-extension principale
au poˆle.
Pour une loi de comportement donne´e, cette relation contrainte-de´formation est connue de
manie`re explicite et l’identiﬁcation peut alors se faire de fac¸on relativement simple. Comme
nous l’avons de´ja` mentionne´, le principal inconve´nient de cette me´thode re´side dans les difficulte´s
expe´rimentales rencontre´es et les incertitudes induites lors de la mesure des extensions principales
et de la hauteur d’une petite partie de la bulle.
Schmidt et Carley [SCH 75a] utilisent, quant a` eux, quelques mesures de la hauteur de la
bulle et les mesures de pression pour identiﬁer les coefficients du mode`le de Mooney-Rivlin.
Cependant, leur travail d’identiﬁcation, n’est pas syste´matique : ils n’utilisent que tre`s peu
de points expe´rimentaux pour ces coefficients et pre´fe`rent ve´riﬁer leurs valeurs a posteriori en
calculant nume´riquement la de´forme´e globale de la membrane, et en la comparant aux mesures
de de´formations effectue´es sur l’ensemble de la membrane.
III.3.2 Une me´thode d’identiﬁcation originale
Dans ce paragraphe, nous justiﬁerons notre choix de ne mesurer que l’e´volution de la hauteur
de la bulle et non les extensions principales en pre´sentant la me´thode d’identiﬁcation que nous
avons de´veloppe´e. Dans un premier temps, nous pre´senterons la re´solution exacte du proble`me
de souﬄage d’une membrane initialement plane. Nous montrerons que la seule connaissance de
la hauteur de la bulle permet de de´terminer la de´forme´e. Puis, dans un second temps, nous
exposerons dans le de´tail le programme d’identiﬁcation mis en œuvre, ainsi que les re´sultats
obtenus.
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III.3.2.1 Souﬄage quasi-statique d’une membrane plane
La mise en e´quations de ce proble`me a e´te´ e´tudie´e par de tre`s nombreux auteurs. La
the´orie ge´ne´rale des membranes a e´te´ pre´sente´e par Green et Adkins [GRE 60]. De nombreux
auteurs [KLI 64], [YAN 70], [WIN 78] ont propose´ des me´thodes nume´riques diffe´rentes pour
re´soudre ce proble`me classique, aussi bien pour des mode`les de comportement hypere´lastiques
que viscoe´lastiques. Notre e´tude est directement inspire´e de la me´thode utilise´e par Feng
[FEN 92] pour le proble`me d’une membrane e´lastome`re viscoe´lastique.
Mise en e´quations
Soit une membrane polyme´rique (hypere´lastique ou viscoe´lastique). Dans l’e´tat initial non
de´forme´, la membrane est circulaire, de rayon R0 et d’e´paisseur uniforme h0. Le repe`re utilise´
dans cet e´tat non de´forme´ est (R,Φ, Z = 0), coordonne´es polaires dans le plan (Z = 0). La
membrane est ﬁxe´e sur son contour (R = R0) et se gonﬂe de fac¸on quasi-statique sous l’effet
d’une pression inte´rieure.
Dans l’e´tat de´forme´, on utilise les coordonne´es cylindriques (r,φ, z). L’e´paisseur de la mem-
brane est alors note´e h. La prise en compte de l’hypothe`se de syme´trie de re´volution nous permet
de connaˆıtre les trois directions principales : directions me´ridienne, circonfe´rentielle et normale
a` la membrane. De plus, l’angle φ de l’e´tat de´forme´ ne de´pend plus du rayon et est e´gal a` Φ, et
les coordonne´es ﬁnales d’un point, (r, z), ainsi que l’e´paisseur de la membrane, h, ne de´pendent
que du rayon initial dans l’e´tat non de´forme´ R.
Remarque : toutes les grandeurs de´pendent bien e´videmment du temps, mais nous ne pre´ciserons
cette de´pendance que lors de la re´solution du proble`me viscoe´lastique.
La ge´ome´trie du proble`me est pre´sente´e sur la ﬁgure III.11.
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Figure III.11 : Notations pour le proble`me de souﬄage d’une membrane axisyme´trique
Soient quatre points A,B,C,D de la membrane non de´forme´e et a, b, c, d leurs positions
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respectives sur la membrane de´forme´e de´ﬁnis par :∣∣∣∣∣∣∣∣
A(R,Φ, Z = 0) → a(r,Φ, z)
B(R+ dR,Φ, Z = 0) → b(r + dr,Φ, z + dz)
C(R,Φ+ dΦ, Z = 0) → c(r,Φ+ dΦ, z)
D(R+ dR,Φ+ dΦ, Z = 0) → d(r + dr,Φ+ dΦ, z + dz)
A partir de ces points, on peut de´ﬁnir les extensions dans les directions principales de´ﬁnies
pre´ce´demment :
• extension me´ridienne :
λ1 =
'
ab
⌢
AB
=
√
dr2 + dz2
dR
(III.3a)
• extension circonfe´rentielle :
λ2 =
'
ac
⌢
AC
=
r dΦ
RdΦ
=
r
R
(III.3b)
• extension normale :
λ3 =
h
h0
(III.3c)
Ces trois extensions sont des fonctions de la seule variable R et sont lie´es entre elles par
l’hypothe`se d’incompressibilite´ (II.44) :
λ21λ
2
2λ
2
3 = 1 (III.4)
De plus, on de´ﬁnit l’angle θ, angle entre l’axe vertical et la normale a` la membrane de´forme´e
(ﬁgure III.11).
Le proble`me du souﬄage de la membrane plane s’e´crit en fonction des variables ge´ome´triques
naturelles r(R) et z(R). Cependant, pour simpliﬁer les e´quations, on choisit comme variables
λ1, λ2, θ et z, fonctions de R [FEN 92]. Il y a alors deux variables surabondantes.
Remarque : on peut e´videmment relier les variables naturelles r et z aux variables choisies :
r(R) = λ2R (III.5a)
z(R) =
∫ 1
R
λ1 sin θdR (III.5b)
Apre`s avoir de´ﬁni ces diffe´rentes grandeurs ge´ome´triques, on e´crit les e´quations d’e´quilibre de
l’e´le´ment de´forme´ (abcd). Compte tenu de l’hypothe`se de membrane, l’e´tat de contrainte est plan
(pas de contrainte suivant l’e´paisseur) et on ne´glige tous les moments ﬂe´chissants. Notons T1
et T2 les contraintes de membrane inte´gre´es suivant l’e´paisseur et appartenant au plan tangent,
respectivement me´ridienne et circonfe´rentielle, les e´quations d’e´quilibre sont alors les suivantes
[GRE 60] :
• direction normale :
T1
ρ1
+
T2
ρ2
= P (III.6a)
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• direction tangentielle me´ridienne
T ′1 +
1
r
(T1 − T2) = 0 (III.6b)
ou` ρ1 et ρ2 sont les rayons de courbure relatifs aux directions principales, respectivement
me´ridienne et circonfe´rentielle, P de´signe la pression interne suppose´e uniforme et la notation
(·)′ repre´sente la de´rivation par rapport a` R.
Les contraintes inte´gre´es Ti, i = 1, 2 sont relie´es aux contraintes σi par :
Ti = σih = σiλ3h0 =
σih0
λ1λ2
(III.7)
Aux deux e´quations d’e´quilibre pre´ce´dentes (III.6a) et (III.6b), nous devons ajouter deux
relations ge´ome´triques permettant de lier les variables surabondantes :
cos θ =
Rλ′2 + λ2
λ1
(III.8a)
z′(R) = −λ1 sin θ (III.8b)
Le syste`me d’e´quations a` re´soudre peut se mettre sous la forme de cinq e´quations diffe´rentielles
du premier ordre en R : 
T ′1 =
1
r (T2 − T1)
λ′2 =
1
R (λ1 cos θ − λ2)
θ′ = λ1T1
(
P − T2 sin θ
Rλ2
)
z′ = −λ1 sin θ
P ′ = 0
(III.9)
la dernie`re e´quation permettant de prendre en compte l’uniformite´ de la pression a` l’inte´rieur
de la bulle.
A ce syste`me, nous ajouterons les conditions aux limites et une loi de comportement, per-
mettant de lier les contraintes inte´gre´es Ti, i = 1, 2 aux extensions λj , j = 1, 2.
Dans toute la suite, on utilisera les variables re´duites Ti/h0, PR0/h0, R/R0, r/R0, z/R0,
note´es T ∗i , P
∗, R∗, r∗, z∗. La de´rivation d·dR devient donc
1
R0
d·
dR∗ . Cette adimensionalisation
des variables laisse inchange´ le syste`me d’e´quations pre´ce´dent (III.9). Donc, par raison de
commodite´, nous conserverons les premie`res notations sans aste´risque qui a` partir de maintenant
correspondront aux variables re´duites. Toutes les fonctions intervenant dans le syste`me (III.9)
de´pendent alors du temps et de la seule variable re´duite d’espace R, telle que 0 ≤ R ≤ 1.
Conditions aux limites
• Au poˆle, l’e´tat de de´formation est e´quibiaxial et le proble`me est syme´trique par rapport a`
l’axe (Oz) donc :
θ(R = 0) = 0 (III.10a)
et en utilisant l’e´quation pre´ce´dente et (III.8a), on a aussi :
λ1(R = 0) = λ2(R = 0) (III.10b)
• Sur le contour, la membrane est bloque´e :
λ2(R = 1) = 1 (III.11a)
z(R = 1) = 0 (III.11b)
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Cas hypere´lastique
La prise en compte d’une loi de comportement hypere´lastique permet de relier les tensions
Ti, i = 1, 2 aux extensions principales. La variable temps n’intervient pas, toutes les fonctions
ne de´pendent alors que du rayon re´duit R. Le syste`me (III.9) s’e´crit sous la forme du syste`me
de cinq e´quations diffe´rentielles non-line´aires du premier ordre en R suivant :
λ′1 =
1
A
1
R [(λ1 cos θ − λ2)B + C]
λ′2 =
1
R (λ1 cos θ − λ2)
θ′ = λ1T1
(
P − T2 sin θ
Rλ2
)
z′ = −λ1 sin θ
P ′ = 0
(III.12)
ou` T1, T2, A, B et C sont des fonctions des inconnues λ1(R), λ2(R) et θ(R) avec 0 ≤ R ≤ 1.
Les expressions des fonctions T1, T2, A, B et C pour les mode`les de Mooney et d’Ogden sont
fournies en annexe A. 1.1 .
A ce syste`me d’e´quations, on ajoute les conditions aux limites (III.10a), (III.10b), (III.11a)
et (III.11b). Il manque donc encore une condition aux limites pour que le proble`me soit bien
pose´. Pour cette dernie`re condition, plusieurs choix sont possibles :
- soit la pression a` l’inte´rieur de la membrane est impose´e, la condition sera alors du type :
P (R = 0) = P0 ou P (R = 1) = P0 (III.13)
ces deux conditions e´tant e´quivalentes puisque la pression est uniforme.
- soit la ge´ome´trie de´forme´e est impose´e, la condition limite sera alors :
λ1(R = 0) = λ2(R = 0) = λ0 ou z(R = 0) = z0 (III.14)
Avec l’ajout de cette cinquie`me condition limite, le syste`me est bien pose´ et peut eˆtre re´solu
pour fournir les fonctions inconnues sur tout l’intervalle 0 ≤ R ≤ 1.
La donne´e de la hauteur, par la seconde condition aux limites de (III.14), permet alors de
re´soudre le syste`me (III.12) et d’obtenir la de´forme´e de la membrane ainsi que la pression a`
l’inte´rieur de celle-ci. Notre choix de n’enregistrer que la hauteur comme grandeur de´forme´e est
ainsi justiﬁe´.
Cas viscoe´lastique : mode`le de Christensen
Le proble`me viscoe´lastique est plus complexe. En effet, a` l’inverse du cas pre´ce´dent, on ne
peut plus e´liminer la variable temps, puisque les contraintes et les de´formations de´pendent de
toute l’histoire du mate´riau.
Dans ce cas la`, le temps est discre´tise´. Les inte´grales intervenant dans le calcul des contraintes
sont approche´es par une relation de re´currence de´veloppe´e par Feng [FEN 86] permettant de
calculer les contraintes au temps discret tn a` partir de la contribution visqueuse des contraintes au
temps tn−1 et des de´formations aux temps tn−1 et tn. En reprenant le mode`le de comportement
de Christensen (II.115) et en imposant la forme de la fonction de relaxation g1(τ) comme suit :
g1(τ) = g1e
− τ
τR (III.15)
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ou` g1 est une constante et τR est un temps de relaxation, Feng utilise le the´ore`me de la valeur
moyenne sur l’intervalle [tn−1, tn] pour approcher l’inte´grale visqueuse de 0 a` tn a` partir de cette
meˆme inte´grale de 0 a` tn−1 et des de´formations aux temps tn−1 et tn. Il propose la formule de
re´currence suivante :
σ(tn) ' −pI + F (tn)
{
g0I + e
−∆t
τR
∫ tn−1
0
g1(tn−1 − τ)dE(τ)
dτ
dτ
+ e
− ∆t
2τR
[
E(tn)− E(tn−1)
]}
F
t
(tn) (III.16)
dans laquelle ∆t de´signe le pas de temps tn − tn−1 et ou` l’inte´grale de 0 a` tn−1 est la partie
visqueuse de la contrainte au temps pre´ce´dent tn−1. De la meˆme fac¸on, nous avons utilise´ la
me´thode de Feng pour e´tablir la relation de re´currence permettant le calcul des contraintes dans
le cas du mode`le CBT. Cette relation ﬁgure en annexe A. 1.3.
En utilisant la formule de re´currence pre´ce´dente, on re´e´crit le syste`me (III.9) sous une forme
similaire a` la forme hypere´lastique (III.12) :
λ′1 = − 1F1
[
1
R (λ1 cos θ − λ2)F2 + F3 + F4
]
λ′2 =
1
R (λ1 cos θ − λ2)
θ′ = λ1T1
(
P − T2 sin θ
Rλ2
)
z′ = −λ1 sin θ
P ′ = 0
(III.17)
au temps tn.
Les fonctions T1, T2, F1, F2, F3 et F4 de´pendent des fonctions inconnues λ1(R, tn), λ2(R, tn)
et θ(R, tn) avec 0 ≤ R ≤ 1 et des grandeurs au temps discret pre´ce´dent tn−1. L’expression de
ces fonctions pour les mode`les de Christensen et CBT sont de´taille´es dans l’annexe A. 1.2.
A chaque temps discret tn, il faut donc re´soudre le syste`me (III.17) avec les conditions aux
limites (III.10a), (III.10b), (III.11a) et (III.11b) qui sont valables pour tous les temps discrets. A
ces quatre conditions il faut ajouter, comme dans le cas hypere´lastique, une cinquie`me condition
portant soit sur l’histoire de la pression que l’on impose, soit sur l’histoire de la de´formation que
l’on impose :
P (R = 0, tn) = Pn ou P (R = 1, tn) = Pn (III.18)
ou bien
λ1(R = 0, tn) = λ2(R = 0, tn) = λn ou z(R = 0, tn) = zn (III.19)
et ce pour tous les temps tn.
Ainsi, a` chaque pas de temps, le proble`me viscoe´lastique est re´duit a` un proble`me e´lastique
pour lequel les coefficients des e´quations diffe´rentielles de´pendent des grandeurs au temps discret
pre´ce´dent. Le syste`me est re´solu a` chaque temps discret et on obtient l’e´volution des fonctions
spatiales (λ1(R), λ2(R), θ(R) et z(R) pour 0 ≤ R ≤ 1) et de la pression au cours du temps.
Comme dans le cas hypere´lastique, la connaissance de l’histoire de la hauteur de la bulle
au cours du gonﬂement est suffisante pour re´soudre le proble`me. Ceci justiﬁe a` nouveau notre
choix dans les mesures expe´rimentales.
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Re´solution nume´rique
Pour les deux cas expose´s pre´ce´demment, nous avons montre´ que le proble`me nume´rique se
re´sume a` la re´solution d’un syste`me d’e´quations diffe´rentielles du premier ordre non-line´aires
en R avec des conditions aux limites aux deux extre´mite´s de l’intervalle de de´ﬁnition [0, 1].
Pour re´soudre ce proble`me, nous avons utilise´ la me´thode de´veloppe´e par Pereyra [PER 78] et
implante´e dans la bibliothe`que mathe´matique IMSL [IMS 87] (sous-programme BVPFD) . Cette
me´thode est base´e sur une approximation des de´rive´es par diffe´rences ﬁnies sur un maillage de
l’intervalle de de´ﬁnition. Le maillage est adaptatif et la convergence est assure´e par une me´thode
de corrections diffe´re´es. Cet algorithme est tre`s performant et permet une convergence rapide
dans notre cas.
Cependant, le caracte`re fortement non-line´aire du syste`me diffe´rentiel impose quelques pre´cautions :
• L’initialisation des variables doit eˆtre proche de la solution cherche´e. Dans le cas contraire,
le syste`me diverge tre`s rapidement.
Dans le cas hypere´lastique, on applique un chargement progressif qui permet de s’approcher
de la solution de´sire´e par petits incre´ments. Le point de de´part d’un nouveau calcul est
l’e´tat de de´formation calcule´ a` l’incre´ment pre´ce´dent.
Dans le cas viscoe´lastique, il faut discre´tiser le temps en pas suffisamment petits pour
e´viter les variations trop importantes de la de´formation entre deux temps discrets. Ainsi
les re´sultats au temps tn−1 sont utilise´s comme point de de´part des calculs au temps tn.
• Le second proble`me est duˆ a` la physique du phe´nome`ne : dans certains cas particuliers,
une instabilite´ de la membrane apparaˆıt. En effet, il arrive que la membrane ne puisse
pas supporter certaines valeurs de la pression (par exemple dans le cas d’un mate´riau
ne´o-hooke´en pour de trop grandes valeurs de la pression). Dans ce cas la`, le syste`me
diverge.
Pour illustrer ce propos, nous pouvons construire la courbe de la pression interne en
fonction de l’e´longation principale au poˆle pour un mate´riau ne´o-hooke´en (ﬁgure III.12).
Cette courbe admet un maximum, il existe donc une pression maximale que la membrane
peut supporter. Pour des pressions internes plus grandes que cette pression critique, le
calcul ne peut aboutir. Il y aura donc divergence de l’algorithme si au cours du calcul la
pression impose´e atteint une valeur supe´rieure a` la pression critique. Ce de´sagre´ment peut
eˆtre e´vite´ par la me´thode pre´conise´e pre´ce´demment, c’est-a`-dire en effectuant le chargement
par des pas de pression suffisamment petits.
Remarque : une e´tude plus comple`te des phe´nome`nes d’instabilite´s dans les membranes
a e´te´ effectue´e sur le cas de la sphe`re et est propose´e dans l’annexe C.
Une rapide validation de la re´solution du proble`me de souﬄage d’une membrane plane que
nous venons d’exposer est pre´sente´e dans l’annexe A. 2.
III.3.2.2 Programme d’identiﬁcation
Dans le paragraphe pre´ce´dent, nous avons re´solu de fac¸on nume´rique le proble`me de souﬄage
d’une membrane circulaire initialement plane. Pour pouvoir identiﬁer les parame`tres des lois
de comportement, nous devons maintenant coupler l’algorithme de re´solution pre´ce´dent avec un
algorithme d’optimisation permettant la de´termination des constantes mate´rielles.
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extension principale au pôle, λ
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Figure III.12 : Pression interne en fonction de l’e´longation principale au poˆle, λ0, dans le cas du
souﬄage d’une membrane circulaire plane de mate´riau ne´o-hooke´en
Comme nous l’avons vu, les syste`mes diffe´rentiels (III.12) et (III.17), respectivement dans
les cas hypere´lastique et viscoe´lastique, de´crivant le gonﬂement de la membrane peuvent eˆtre
re´solus en ajoutant aux conditions limites inde´pendantes du temps (III.10a), (III.10b), (III.11a),
(III.11b) des conditions de chargement soit sur la pression ((III.13) ou (III.18)), soit sur la
de´formation ((III.14) ou (III.19)). Comme nous l’avons pre´ce´demment laisse´ entendre et compte
tenu de l’existence de valeurs critiques de la pression, au-dessus desquelles le comportement
quasi-statique de la membrane ne peut eˆtre calcule´, nous avons choisi d’imposer une condition
limite sur la de´formation. En effet, on voit sur la ﬁgure III.12 qu’a` toute de´formation de
la membrane correspond une valeur de la pression a` l’inte´rieur de celle-ci : en imposant la
de´formation, on pourra toujours calculer la pression qui lui correspond.
Dans un premier temps, pour simpliﬁer le proble`me, nous restreignons l’e´tude a` une seule
valeur du de´bit d’air (les trois de´bits seront traite´s simultane´ment dans le cas viscoe´lastique).
Notons nexp le nombre de points expe´rimentaux e´gal au nombre de temps discrets de mesure,
he(ti)i=1,nexp les valeurs de la hauteur de la bulle mesure´es et Pe(ti)i=1,nexp les valeurs de la
pression mesure´es. Pour un mode`le choisi et des constantes mate´rielles ﬁxe´es, les valeurs de la
pression correspondant a` l’histoire de la hauteur obtenue expe´rimentalement, Pc(ti)i=1,nexp , sont
calcule´es par la me´thode expose´e dans le paragraphe pre´ce´dent.
La courbe the´orique Pc(ti) correspondant aux constantes mate´rielles est ainsi construite point
par point.
L’e´cart entre cette courbe et la courbe expe´rimentale Pe(ti) est estime´ par l’interme´diaire de
l’erreur globale absolue des moindre carre´s :
E =
nexp∑
i=1
[Pe(ti)− Pc(ti)]2 (III.20)
Le proble`me consiste alors a` minimiser cette erreur en de´terminant les constantes mate´rielles
optimales. Le principe de l’identiﬁcation est re´sume´ sur la ﬁgure III.13.
Pour re´soudre le proble`me de minimisation, nous utilisons l’algorithme de Levenberg-Marquardt
[LEV 44], [MAR 63]. Cet algorithme est pre´sente´ de fac¸on succincte dans l’annexe B. Il a de´ja`
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Figure III.13 : Principe du programme d’identiﬁcation
e´te´ utilise´ pour la de´termination des parame`tres du mode`le d’Ogden : par Twizell et Ogden
[TWI 83] dans sa version originale et par Benjeddou et al. [BEN 93] dans une version mod-
iﬁe´e par Fletcher respectivement pour les re´sultats expe´rimentaux de Treloar [TRE 44b] et pour
l’extension et le gonﬂement simultane´s de cylindres en caoutchouc.
Remarque : dans ces deux cas, les auteurs connaissaient la forme analytique des fonctions
pression(de´formation), le Jacobien de l’erreur par rapport a` la variation des constantes mate´rielles
e´tait donc connu de manie`re explicite. Dans notre cas, la courbe Pc(he)est discontinue car con-
struite point par point : on ne connaˆıt pas la fonction explicite. Le Jacobien doit donc eˆtre
e´value´ par une me´thode des diffe´rences ﬁnies.
Pour re´soudre le proble`me, nous avons utilise´ le sous-programme UNLSF de la bibliothe`que
mathe´matique IMSL [IMS 87] qui couple l’algorithme de Levenberg-Marquardt a` une me´thode
des diffe´rences ﬁnies pour l’estimation du Jacobien.
Cas hypere´lastique
Comme nous l’avons pre´cise´ dans l’e´tude des lois de comportement ne´cessaires a` la repre´sentation
du comportement des polyme`res chauffe´s, Schmidt et Carley [SCH 75a] , [SCH 75b] ont montre´
que l’on pouvait utiliser des lois de comportement hypere´lastiques pour des de´formations suff-
isamment rapides.
Pour l’identiﬁcation des constantes des mode`les hypere´lastiques retenus (Mooney-Rivlin et
Ogden), seuls les re´sultats expe´rimentaux relatifs au plus grand de´bit d’air (27 l/s) ont donc e´te´
retenus. Dans ce cas la`, on e´limine la variable temps pour obtenir la pression en fonction de la
hauteur seulement. On obtient ainsi un nuage de points expe´rimentaux (hei , Pei). Pour chaque
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doublet, la hauteur est impose´e comme condition limite et la courbe calcule´e Pc(hei), i = 1, nexp
est compare´e au nuage de points Pei(hei) jusqu’a` l’obtention des constantes mate´rielles optimales.
Cas viscoe´lastique
Les courbes expe´rimentales ont mis en e´vidence le caracte`re viscoe´lastique du comporte-
ment du mate´riau. Pour l’identiﬁcation, nous avons pris en compte et traite´ simultane´ment les
re´sultats expe´rimentaux relatifs aux trois de´bits d’air. Pour cela, les nuages de points (ti, hei)
obtenus pour chacun des de´bits sont approche´s par une fonction de la forme h(t) = Atγ ou` A
et γ sont des constantes de´termine´es de manie`re optimale, au sens des moindres carre´s. Ces
fonctions permettent de calculer les courbes discre`tes (ti, Pci) pour les trois de´bits, en imposant
comme condition aux limites sur la hauteur z(R = 0, ti) = h(ti) pour tous les temps ti, et de
calculer l’erreur totale en sommant les trois e´carts relatifs aux trois courbes expe´rimentales.
Le fait de traiter les trois de´bits de manie`re globale et d’utiliser des fonctions temporelles
approchant les trois nuages de points pour les valeurs de la hauteur impose´es comme condition
aux limites permet de ne privile´gier aucun des trois de´bits. Ainsi, on e´vite les erreurs dues aux
diffe´rences entre les nombres de points expe´rimentaux mesure´s pour chacun des de´bits.
III.3.2.3 Re´sultats de l’identiﬁcation
Ces re´sultats ont e´te´ pre´sente´s dans [VER 97a] et [VER 97b].
Mode`les hypere´lastiques
Dans un premier temps, nous avons donc identiﬁe´ les coefficients des diffe´rentes lois de
comportement hypere´lastiques sur les donne´es expe´rimentales relatives au premier de´bit d’air
(27 l/s). En effet, on ne s’inte´resse qu’a` la vitesse de de´formation la plus e´leve´e, puisque c’est
dans ces conditions que les mate´riaux peuvent eˆtre mode´lise´s par une loi hypere´lastique. Les
re´sultats de l’identiﬁcation sont compare´s aux re´sultats expe´rimentaux sur la ﬁgure III.14.
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Figure III.14 : Re´sultats de l’identiﬁcation dans le cas hypere´lastique : (+) points
expe´rimentaux, (—) mode`le de Mooney, (· · · ) mode`le d’Ogden a` 2 termes, (–
–) mode`le d’Ogden a` 3 termes
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• Mode`le de Mooney
Pour ce mode`le, les constantes identiﬁe´es sont :
C1 = 0, 118 MPa
C2 = 0 MPa
Nous retrouvons donc le mode`le ne´o-hooke´en, mode`le le plus apte a` mode´liser la chute
de pression lors du gonﬂement de la bulle. Cependant, les re´sultats ne sont pas des plus
satisfaisants comme le montre la courbe correspondante sur la ﬁgure III.14.
• Mode`le d’Ogden
Pour ame´liorer les re´sultats, nous avons donc conside´re´ les mode`les de type Ogden. Pour
une se´rie de deux termes, les coefficients sont :
µ1 = 0, 252 MPa α1 = 1, 58
µ2 = −0, 203 MPa α2 = −1, 13
Ces re´sultats fournissent une le´ge`re ame´lioration dans la mode´lisation du comportement
mais laissent a` penser que l’ajout d’un terme supple´mentaire permettrait une meilleure
approche.
Pour une se´rie de trois termes, les coefficients obtenus sont les suivants :
µ1 = 4, 1 MPa α1 = 0, 071
µ2 = 0, 022 MPa α2 = 2, 256
µ3 = −0, 058 MPa α3 = −1, 2
La courbe correspondante de la ﬁgure III.14 montre que ces valeurs des parame`tres mate´riels
permettent de beaucoup mieux mode´liser le comportement et notamment la chute de pres-
sion.
Le tableau III.2 illustre les performances de ces trois mode`les au travers des erreurs au sens
des moindres carre´s entre les mode`les et les points expe´rimentaux.
Mode`le Erreur (MPa2)
Mooney 2, 15.10−5
Ogden 2 termes 1, 62.10−5
Ogden 3 termes 9, 48.10−6
Tableau III.2: Erreur au sens des moindres carre´s pour les trois mode`les hypere´lastiques
Remarque : tout d’abord, on note que pour les parame`tres obtenus dans les deux mode`les
d’Ogden, on ve´riﬁe toujours l’ine´galite´ impose´e par Ogden (II.83), a` savoir :
µiαi > 0 ∀i
Par contre, les coefficients αi ne ve´riﬁent pas toutes les conditions impose´es par Twizell et
Ogden [TWI 83] et par Chadwick et al. [CHA 77a], conditions e´nonce´es pre´ce´demment dans
le paragraphe II.2.2.2. Ces conditions avaient e´te´ e´labore´es dans des cas tre`s particuliers et
Benjeddou et al. [BEN 93] ont montre´ qu’elles n’e´taient pas indispensables (dans le cas de
l’extension et du souﬄage simultane´s d’un cylindre).
Les re´sultats que nous avons obtenus mettent en e´vidence la ne´cessite´ de retenir trois termes
pour le mode`le d’Ogden pour repre´senter le comportement biaxial (comme Ogden l’avait montre´
pour le caoutchouc [OGD 72]).
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Cas viscoe´lastique
Pour le cas viscoe´lastique, nous prenons en compte maintenant les trois se´ries de donne´es
expe´rimentales, relatives aux trois de´bits de l’air.
Comme nous l’avons vu pour le proble`me hypere´lastique pre´ce´dent, le mode`le ne´o-hooke´en
est insuffisant pour repre´senter de fac¸on satisfaisante le comportement du mate´riau, on peut donc
penser que le mode`le viscoe´lastique de Christensen (! contrepartie viscoe´lastique du mode`le
ne´o-hooke´en " ) ne permettra pas de recaler les essais de fac¸on satisfaisante. Quelques tests
d’identiﬁcation avec ce mode`le ont permis de ve´riﬁer ces premie`res suppositions : nous n’avons
pas pu obtenir de re´sultats acceptables. Il en fut de meˆme pour le mode`le CBT avec une se´rie
limite´e a` deux termes.
Par contre, pour une se´rie de trois termes, les re´sultats s’ame´liorent et permettent une bonne
approximation du comportement. Les coefficients obtenus sont les suivants :
g01 = 0, 051 MPa α1 = 1, 63
g02 = 0, 125 MPa α2 = 0, 30
g03 = −3, 66 10−3 MPa α3 = −1, 53
g1 = 5, 13 τR = 6, 13 s
La ﬁgure III.III.15(a) pre´sente les fonctions h(t) utilise´es pour l’optimisation. La ﬁgure III.III.15(b)
montre les re´sultats obtenus en terme de pression : les donne´es expe´rimentales sont bien repro-
duites par le mode`le CBT a` trois termes pour les trois de´bits d’air. Dans ce cas la`, l’erreur au
sens des moindres carre´s est 6, 23.10−5 MPa2.
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Figure III.15 : Re´sultats de l’identiﬁcation dans le cas viscoe´lastique
III.3.3 Discussion des re´sultats
Pour estimer et justiﬁer la validite´ des constantes mate´rielles obtenues par notre me´thode
d’identiﬁcation, nous devons les comparer a` celles fournies dans la litte´rature.
Malheureusement, tre`s peu d’expe´riences ont e´te´ mene´es sur l’ABS. Seuls les re´sultats de
Goldsmith [GOL 87] peuvent eˆtre utilise´s pour valider les re´sutats que nous avons obtenus
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dans le cas de l’identiﬁcation des mode`les hypere´lastiques. Goldsmith a mene´ une campagne
d’essais sur diffe´rents polyme`res, dont l’ABS, a` diffe´rentes tempe´ratures loin au-dessus de la
tempe´rature de transition vitreuse. Ses essais de traction uniaxiale lui ont permis de montrer
que le comportement de ce type de mate´riau pouvait eˆtre mode´lise´ par un mode`le d’Ogden
re´duit a` un seul terme. Les re´sultats qu’il a obtenus sont rappele´s sur la ﬁgure III.16.
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Figure III.16 : Comparaison de nos re´sultats avec ceux de Goldsmith obtenus lors d’expe´riences
de traction uniaxiale sur l’ABS : (—) Goldsmith, (· · · ) notre mode`le d’Ogden a`
trois termes
Les courbes relatives aux re´sultats de Goldsmith ne sont pas des courbes expe´rimentales,
mais celles obtenues apre`s identiﬁcation. En fait, elles reproduisent parfaitement ses re´sultats
expe´rimentaux. La courbe relative a` nos re´sultats a e´te´ construite en reprenant les parame`tres du
mode`le d’Ogden que nous avons identiﬁe´s et en construisant la courbe contrainte - de´formation
correspondant a` un essai de traction uniaxiale.
Ces courbes montrent que l’ordre de grandeur de nos re´sultats est correct. Nous devons
cependant nous contenter de cette premie`re observation. En effet, le comportement de l’ABS
de´pend de sa composition chimique, de l’histoire thermique, ..., donne´es qui varient d’un fabri-
cant a` l’autre. Ces donne´es n’e´tant e´videmment pas disponibles aussi bien pour notre mate´riau
que pour celui de Goldsmith, nous devons nous contenter d’ordres de grandeur.
En tenant compte des re´sultats que nous avons obtenus lors du recalage par des mode`les
hypere´lastiques, nous pouvons critiquer les conclusions avance´es par Goldsmith, reprises par
deLorenzi et Nied [DEL 91], qui affirme qu’un seul terme dans la se´rie du mode`le d’Ogden
est suffisant pour bien mode´liser le comportement des polyme`res fondus. En effet, nous avons
montre´ que la prise en compte de trois termes dans la se´rie e´tait indispensable pour une bonne
mode´lisation du comportement biaxial de l’ABS, dans le cas ou` l’on se contente de mode`les
hypere´lastiques. Ceci provient du fait que Goldsmith a seulement effectue´ des expe´riences de
traction uniaxiale : il n’a pas rencontre´ d’e´tat de de´formation plus complexe mettant en e´vidence
la ne´cessite´ d’un mode`le plus riche. Ogden avait observe´ la meˆme chose sur le caoutchouc
[OGD 72] : pour la traction uniaxiale ou le cisaillement pur, deux termes dans la se´rie suffisaient
mais pour la traction e´quibiaxiale, il fallait en ajouter un troisie`me.
Le point le plus important de nos observations expe´rimentales reste la mise en e´vidence du
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caracte`re viscoe´lastique de l’ABS dans les conditions de mise en forme, ce qui permet d’affirmer
que la vitesse de de´formation est une grandeur pre´ponde´rante dans la mode´lisation de son
comportement.
Seuls Denson et Hylton [DEN 80] ont e´tudie´ le comportement viscoe´lastique de l’ABS (a`
138◦C). Les auteurs ont mis en place des expe´riences de relaxation et de retard sur des membranes
rectangulaires. Cependant, leurs essais ont e´te´ faits sur de trop grandes pe´riodes de temps (de
l’ordre de 500 s) pour que nous puissions les utiliser comme e´le´ment de comparaison (la dure´e de
nos expe´riences est plutoˆt de l’ordre de 2-3 s). Il nous est donc difficile de justiﬁer les re´sultats
obtenus pour le mode`le viscoe´lastique CBT, nous pouvons seulement dire que la qualite´ des
re´sultats relatifs au mode`le hypere´lastique d’Ogden, permet d’espe´rer une qualite´ similaire dans
le cas viscoe´lastique.
III.4 Conclusion
Dans ce chapitre, un montage expe´rimental permettant la caracte´risation des polyme`res
thermoplastiques chauffe´s a` leur tempe´rature de mise en forme a e´te´ pre´sente´. Pour obtenir des
e´tats de de´formation proches de ceux rencontre´s dans les proce´de´s de moulage par souﬄage ou
de thermoformage, nous avons opte´ pour la technique du souﬄage d’une membrane initialement
plane.
Des expe´riences ont e´te´ mene´es pour trois de´bits d’air diffe´rents. Nous avons mesure´ l’e´volution
de la pression et de la hauteur de la bulle, tout au long du souﬄage. Malgre´ les difficulte´s de
mesure, les expe´riences se sont ave´re´es reproductibles. Les re´sultats obtenus mettent en e´vidence
l’importance de la pression a` l’inte´rieur de la bulle et plus pre´cise´ment l’e´troite relation entre
cette pression et la de´formation du mate´riau. La pression n’est donc pas une grandeur exte´rieure
au proble`me, mais bien une variable que l’on n’impose pas et qui, pour des conditions donne´es,
de´pend du mate´riau e´tudie´.
Ces re´sultats expe´rimentaux ont permis de mettre en lumie`re le caracte`re viscoe´lastique
de l’ABS a` sa tempe´rature de mise en forme. Ils sont utilise´s pour l’identiﬁcation de lois de
comportement. Deux types de lois ont e´te´ conside´re´s : mode`les hypere´lastiques en premie`re ap-
proximation et mode`les viscoe´lastiques non-line´aires. La me´thode de recalage adopte´e est fonde´e
sur la re´solution des e´quations exactes re´gissant le souﬄage d’une membrane plane circulaire. Ce
programme de re´solution est couple´ avec un algorithme d’optimisation de Levenberg-Marquardt
pour la de´termination des coefficients optimaux des lois de comportement. Les lois de comporte-
ment ﬁnalement obtenues reproduisent les expe´riences de fac¸on satisfaisante.
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Comme nous l’avons vu dans le premier chapitre, la simulation nume´rique est un
formidable outil pour l’e´laboration de nouveaux produits ou encore pour l’ame´lioration de
proce´de´s de´ja` existants. Dans la revue bibliographique de ce premier chapitre (paragraphe I.3),
nous avons mis en e´vidence la diversite´ des travaux et des approches concernant la simulation
des proble`mes de souﬄage de membrane et de mise en forme des plastiques. A la lumie`re de
ces travaux, nous avons de´veloppe´ un code de calcul permettant la simulation des proce´de´s de
souﬄage, base´ sur la the´orie des membranes (en effet, nous avons fait l’hypothe`se classique con-
sistant a` conside´rer les paraisons polyme´riques comme des membranes soumises a` un chargement
en pression). Comme la plupart des auteurs, nous avons adopte´ la me´thode des e´le´ments ﬁnis
et l’hypothe`se de contact collant (nous reviendrons dans le de´tail sur ces diffe´rents points par la
suite).
Classiquement, les codes de calcul par e´le´ments ﬁnis pour ce type de simulation ne s’inte´ressent
qu’aux proble`mes quasi-statiques [ZAM 89]. Cependant, les tre`s fortes non-line´arite´s rencontre´es,
aussi bien mate´rielles que ge´ome´triques, mais aussi et surtout l’apparition de phe´nome`nes
d’instabilite´ lors du gonﬂement [KHA 92] engendrent des proble`mes de convergence et ne´cessitent
le controˆle pre´cis des incre´ments de chargement [SHI 96]. Pour reme´dier a` ces difficulte´s, nous
avons conside´re´ le proble`me dynamique (prise en compte des termes d’inertie) et non pas la
re´duction quasi-statique de ce proble`me me´canique. Pour cela, nous avons adopte´ un sche´ma
dynamique explicite, habituellement utilise´ pour la simulation du proce´de´ d’emboutissage, mais
re´cemment e´tendu au cas de la mise en forme des plastiques par Rachik et al. [RAC 93],
[RAC 94] et Bourgin et al. [BOU 95].
Remarque : nous reviendrons par la suite sur la notion d’instabilite´ des membranes lors de la
validation du code de calcul.
IV.1 Formulation variationnelle
Dans les proble`mes de souﬄage, la paraison initiale est suppose´e entie`rement connue et
de´ﬁnie. Pour cette raison, nous nous sommes tourne´s vers une formulation lagrangienne totale
du proble`me : la conﬁguration de re´fe´rence reste la conﬁguration initiale tout au long du calcul.
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En l’absence de forces de volume, le Principe des Travaux Virtuels, e´tabli pre´ce´demment (II.41),
s’e´crit :∫∫∫
V0
δ−→u .ρ0−¨→u (−→X, τ)dV0 = −
∫∫∫
V0
δE : SdV0 +
∫∫
S0T
δ−→u .−→T0dS0 ∀δ−→u compatible (IV.1)
ou` V0 et S0T sont respectivement le volume et la surface frontie`re sur laquelle le chargement est
impose´ dans l’e´tat initial non de´forme´, ρ0 est la masse volumique,
−¨→u (−→X, τ) le vecteur acce´le´ration
exprime´ en fonction de la position initiale, E le tenseur des de´formations de Green-Lagrange, S le
second tenseur des contraintes de Piola-Khirchhoff,
−→
T0 la densite´ surfacique de force relativement
a` la conﬁguration initiale et δ−→u un de´placement virtuel compatible.
Dans l’e´quation pre´ce´dente, le terme de gauche repre´sente le travail virtuel des quantite´s
d’acce´le´ration, le premier terme de droite est le travail virtuel des forces internes (contribution
de la de´formation du mate´riau) et le dernier terme est le travail virtuel du chargement exte´rieur
surfacique (ici les forces de pression).
IV.2 Discre´tisation spatiale : e´le´ments ﬁnis
Comme nous l’avons explique´ plus haut dans la pre´sentation des travaux de simulation de la
mise en forme des plastiques, la me´thode des e´le´ments ﬁnis est la plus utilise´e pour la re´solution
de ce type de proble`me. Comme la plupart des auteurs, nous adopterons cette me´thode. Pour
ce qui est des ge´ne´ralite´s concernant les e´le´ments ﬁnis, nous renvoyons le lecteur aux ouvrages
de re´fe´rence [DHA 84], [ZIE 94].
IV.2.1 P.T.V. discre´tise´
La structure globale est discre´tise´e en e´le´ments ﬁnis ; le Principe des Travaux Virtuels est e´crit
pour chacun des e´le´ments puis somme´ sur toute la structure pour approcher l’e´quation globale a`
re´soudre (IV.1). Notons ne le nombre d’e´le´ments ﬁnis, δW le travail virtuel total et V
e
0i
, Se0Ti le
volume et la surface ou` la force est impose´e de l’e´le´ment non de´forme´, l’e´quation (IV.1) devient :
δ W =
ne∑
i=1
∫∫∫
V e0i
δ−→u .ρ0−¨→u (−→X, τ)dV0 +
∫∫∫
V e0i
δE : SdV0 −
∫∫
Se0Ti
δ−→u .−→T0dS0
+ travail des efforts de liaison entre les e´le´ments
)
= 0 ∀δ−→u compatible (IV.2)
La somme des travaux virtuels e´le´mentaires des efforts de liaison e´tant nulle, il nous faut de`s lors
calculer les trois autres travaux e´le´mentaires explicite´s dans l’e´quation pre´ce´dente pour re´soudre
celle-ci. Dans toute la suite, on notera δW ei la somme de ces trois travaux relatifs a` l’e´le´ment i,
soit :
δW ei =
∫∫∫
V e0i
δ−→u .ρ0−¨→u (−→X, τ)dV0 +
∫∫∫
V e0i
δE : SdV0 −
∫∫
Se0Ti
δ−→u .−→T0dS0 (IV.3)
La position (respectivement le de´placement) d’un point de la paraison est interpole´e a` partir
de la position (respectivement du de´placement) des noeuds de l’e´le´ment auquel ce point ap-
partient. Dans ce travail, nous conside´rerons des e´le´ments isoparame´triques, c’est-a`-dire des
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e´le´ments pour lesquels l’interpolation de la position et l’interpolation du de´placement sont iden-
tiques. Notons [N ] la matrice d’interpolation, {x} (respectivement {u}) le vecteur position
(respectivement de´placement) d’un point et {X} (respectivement {U}) le vecteur des positions
(respectivement des de´placements) des noeuds de l’e´le´ment auquel ce point appartient. La po-
sition et le de´placement obe´issent alors aux e´quations suivantes :
{x} = [N ]{X} (IV.4a)
{u} = [N ]{U} (IV.4b)
{δu} = [N ]{δU} (IV.4c)
le vecteur {δU} e´tant le vecteur des de´placements nodaux virtuels compatibles.
La contribution de l’e´le´ment i peut se mettre sous la forme :
δW ei = {δUi}t
∫∫∫
V e0i
[N ]tρ0[N ]{U¨}dV0 +
∫∫∫
V e0i
[B]t{Se}dV0 −
∫∫
Se0Ti
[N ]t{T e0 }dS0
 (IV.5)
ou` {δUi} est le vecteur des de´placements nodaux virtuels de l’e´le´ment, la matrice [B] de´pend
de l’interpolation (du type d’e´le´ment ﬁni adopte´), {Se} est le vecteur nodal des contraintes de
Piola-Khirchhoff de seconde espe`ce (la construction de ce vecteur sera de´taille´e par la suite) et
ou` {T e0 } est le vecteur du chargement surfacique.
La contribution e´le´mentaire peut aussi se mettre sous la forme condense´e suivante :
δW ei = {δUi}t ({Ae}+ {F eint} − {F eext})i (IV.6)
ou` {Ae}, {F eint} et {F eext} sont respectivement les efforts dus aux quantite´s d’acce´le´ration, aux
forces inte´rieures et aux forces exte´rieures, travaillant tous les trois dans le de´placement virtuel.
Apre`s sommation des contributions de tous les e´le´ments en utilisant l’e´quation (IV.2), en
notant que celle-ci est ve´riﬁe´e pour tout vecteur des de´placements nodaux virtuels compatibles
{δU}, l’e´quation alge´brique a` re´soudre est la suivante :
{A}+ {Fint} − {Fext} = {0} (IV.7)
avec :
• {A} : vecteur nodal des quantite´s d’acce´le´ration ;
• {Fint} : vecteur nodal des forces inte´rieures ;
• {Fext} : vecteur nodal des forces exte´rieures.
IV.2.2 Ele´ment ﬁni triangulaire de type membrane
Le domaine est discre´tise´ en e´le´ments ﬁnis triangulaires a` trois noeuds et a` trois degre´s de
liberte´ par noeud. Ces degre´s de liberte´ (note´s d.d.l. par la suite) sont les de´placements des
trois noeuds du triangle dans l’espace. L’interpolation est :
{u} = [N(ξ, η)]{U} (IV.8)
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ou` {U} est le vecteur des neuf variables nodales. L’interpolation e´tant line´aire, la matrice
[N(ξ, η)] est de´ﬁnie par [ZIE 94] :
[N(ξ, η)] =
 1− ξ − η 0 0 ξ 0 0 η 0 00 1− ξ − η 0 0 ξ 0 0 η 0
0 0 1− ξ − η 0 0 ξ 0 0 η
 (IV.9)
avec 0 ≤ ξ ≤ 1, 0 ≤ η ≤ 1 et 0 ≤ 1 − ξ − η ≤ 1. L’e´le´ment est isoparame´trique, donc
l’interpolation est identique pour la position {x}.
Compte tenu de la line´arite´ de l’interpolation, les e´tats de de´formation et de contrainte sont
constants dans l’e´le´ment. De plus, l’hypothe`se d’un comportement de type membrane impose
un e´tat de contrainte plan dans le plan de l’e´le´ment de´forme´ : la contrainte suivant la direction
de l’e´paisseur ainsi que les deux contraintes de cisaillement sont nulles.
Pour utiliser cette hypothe`se, il est pre´fe´rable de se placer dans le repe`re local lie´ a` l’e´le´ment
de´forme´. Pour cela, on conside`re deux repe`res distincts de´ﬁnis sur la ﬁgure IV.1 :
X g
Y
g
Z
g
Y l
X l
Z
l
a
c
b
Figure IV.1 : De´ﬁnition des repe`res utilise´s pour la description du mouvement et de la
de´formation d’un e´le´ment ﬁni
- Rg est le repe`re global ;
- Rl est le repe`re local lie´ a` l’e´le´ment de´forme´.
Notons A, B, C les trois noeuds du triangle non de´forme´ et a, b, c les trois noeuds du triangle
de´forme´. L’origine du repe`re Rl est a et le premier axe de ce repe`re est (ab) (le troisie`me axe
e´tant confondu avec la direction normale a` l’e´le´ment). De plus, on de´ﬁnit la rotation Rlg qui
permet de passer de la base locale de´forme´e a` la base globale.
Dans toute la suite, les coordonne´es globales seront indice´es ·g, et les coordonne´es locales
de´forme´es ·l. La relation de passage entre ces deux bases est alors la somme de la rotation et
d’une translation :
{xg} = [Rlg]{xl}+ {xg(a)} (IV.10)
ou` {xg} et {xl} sont les vecteurs de position d’un point respectivement dans les repe`res global
et local de´forme´ et ou` {xg(a)} est le vecteur des coordonne´es globales du point a.
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Pour e´tudier la de´formation d’un e´le´ment ﬁni dans son plan, on de´compose sa transformation
en un mouvement de solide rigide qui ame`ne l’e´le´ment dans son plan de´forme´ et la de´formation
membranaire dans ce plan. On est donc amene´ a` translater l’e´le´ment non-de´forme´ dans le repe`re
de´forme´, puis a` e´tudier sa de´formation dans celui-ci (ﬁgure IV.2).
Il suffira alors de calculer le travail virtuel des efforts inte´rieurs induit par la de´formation
dans le plan, dans la mesure ou` la translation est un mouvement rigidiﬁant pour lequel les efforts
inte´rieurs ne travaillent pas. En revanche, pour le calcul du travail des quantite´s d’acce´le´ration
et du travail des efforts exte´rieurs, il faut faire intervenir les deux parties de la transformation.
Y
l
X l
Z
l
a=A
c
b
B
C
Figure IV.2 : De´formation d’un e´le´ment ﬁni membrane dans son plan
IV.2.2.1 Passage des grandeurs du repe`re local au repe`re global
Par la suite, nous effectuerons le calcul des trois termes intervenant dans la contribution d’un
e´le´ment au travail total (IV.3) dans le repe`re local de´forme´. Avant cela, il nous faut e´tablir les
relations de passage a` utiliser pour revenir au repe`re global et pouvoir assembler les contributions
de tous les e´le´ments. Les relations de passage pour les tenseurs de Cauchy et de Green-Lagrange
et second tenseur des contraintes de Piola-Khirchhoff sont les suivantes :
Cg = Rlg ClR
−1
lg (IV.11a)
Eg = Rlg ElR
−1
lg (IV.11b)
Sg = Rlg SlR
−1
lg (IV.11c)
A partir de ces relations de passage, on montre aise´ment :
δEg : Sg = δEl : Sl (IV.12)
IV.2.2.2 De´formation d’un e´le´ment dans son plan
Compte tenu de la line´arite´ de l’interpolation, tout le travail mene´ dans le plan de l’e´le´ment
sera fait de manie`re analytique, e´vitant ainsi toute inte´gration nume´rique.
Nous conside´rons un e´le´ment ﬁni membrane triangulaire dans son plan et e´tudions sa de´formation
dans celui-ci (ﬁgure IV.2). On rappelle que (ABC) est le triangle non de´forme´ et (abc) le tri-
angle de´forme´. Notons (Xk, Yk) les coordonne´es dans le repe`re local de´forme´ du point k, ou` k
repre´sente A, B ou C. De meˆme, notons (uk, vk)k=A,B,C les de´placements de ces trois points.
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Par de´ﬁnition du repe`re local de´forme´, on a :
XA = YA = 0 (IV.13a)
YB = 0 (IV.13b)
et :
uA = vA = 0 (IV.14a)
vB = 0 (IV.14b)
L’interpolation de la ge´ome´trie est donc :
{
X
Y
}
= [N(ξ, η)]

XA = 0
YA = 0
XB
YB = 0
XC
YC

(IV.15)
ou` [N(ξ, η)] est la matrice d’interpolation bidimensionnelle, obtenue par re´duction au cas plan
de la matrice de´ﬁnie par (IV.9) et est donne´e par :
[N(ξ, η)] =
[
1− ξ − η 0 ξ 0 η 0
0 1− ξ − η 0 ξ 0 η
]
(IV.16)
De fac¸on similaire, l’interpolation des de´placements est fournie par :
{
u
v
}
= [N(ξ, η)]

uA = 0
vA = 0
uB
vB = 0
uC
vC

(IV.17)
Dans le repe`re local, la matrice repre´sentative du tenseur gradient des de´placement hl est
note´e [hl] et est :
[hl] =
 uB − uAXB − XCXBYC (uB − uA) + 1YC (uC − uA)
1
XB
(vB − vA) − XCXBYC (vB − vA) +
1
YC
(vC − vA)
 (IV.18)
On rappelle que le tenseur des de´formations de Green-Lagrange local s’e´crit :
El =
hl + hl
t
2
+
hl hl
t
2
ou` le premier terme du membre de droite est la partie line´aire de El (note´e E
L
l par la suite) et
le second terme, la partie non-line´aire (note´e ENLl par la suite).
On conside`re maintenant les vecteurs associe´s a` ces deux termes. Ces vecteurs sont note´s
{̂ELl } et {̂ENLl } et ont trois composantes qui sont ELl11 , ELl22 et 2ELl12 , et ENLl11 , ENLl22 et 2ENLl12 ,
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respectivement. Pour calculer le terme du travail virtuel des efforts inte´rieurs, il nous faut relier
ces deux vecteurs au vecteur des de´placements virtuels nodaux {δUl} qui est :
{δUl} =

δuA
δvA
δuB
δvB
δuC
δvC

(IV.19)
A cet effet, on introduit deux matrices
[
BL
]
et
[
BNL
]
de´ﬁnies comme suit :
{̂δELl } = [BL]{δUl} (IV.20a)
̂{δENLl } = [BNL]{δUl} (IV.20b)
Ces matrices sont de dimension 3× 6. Leurs expressions respectives sont :
[
BL
]t
=

− 1
XB
0 1
YC
(
XC
XB
− 1
)
0 1
YC
(
XC
XB
− 1
)
− 1
XB
1
XB
0 − 1
YC
XC
XB
0 − 1
YC
XC
XB
1
XB
0 0 1
YC
0 1
YC
0

(IV.21a)
et :
[
BNL
]t
=

− uB
X2B
1
Y 2C
(
XC
XB
− 1
)(
uC − XCuBXB
)
1
XBYC
(
XC
XB
uB − uB + uC2
)
0 1
Y 2C
(
XC
XB
− 1
)
vC − vC2XBYC
uB
X2B
XC
XBY
2
C
(
uC − XCuBXB
)
1
XBYC
(
−XC
XB
uB +
uC
2
)
0 − XC
XBY
2
C
vC
vC
2XBYC
0 1
Y 2C
(
uC − XCuBXB
)
vC
Y 2C
0 vC
Y 2C
0

(IV.21b)
A partir de ces travaux pre´liminaires sur le passage entre les grandeurs globales et les
grandeurs locales et l’e´tude de l’e´le´ment ﬁni triangulaire dans son plan, on peut maintenant
calculer les trois travaux e´le´mentaires (IV.5) intervenant dans le Principe des Travaux Virtuels
discre´tise´ (IV.2) dans le repe`re local, et se pre´occupper de l’assemblage dans le repe`re global.
IV.2.2.3 Vecteur des forces inte´rieures
Dans ce paragraphe, on se propose de calculer le travail virtuel des forces inte´rieures relatif
a` un e´le´ment dont on rappelle la forme :
∫∫∫
V e0
δEl : SldV0. Notons δW
e
int cette grandeur, et
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conside´rons a` nouveau le vecteur {̂El} de´ﬁni par :
{̂El}
t
= 〈El11 , El22 , El12〉 (IV.22)
De fac¸on similaire, on construit le vecteur {̂Sl} de´ﬁni par :
{̂Sl}
t
= 〈Sl11 , Sl22 , Sl12〉 (IV.23)
A partir de ces de´ﬁnitions, le travail virtuel des forces inte´rieures peut eˆtre e´crit sous la forme
suivante :
δW eint =
∫∫∫
V e0i
{̂δEl}
t {̂Sl}dV0 (IV.24)
En utilisant les matrices
[
BL
]
et
[
BNL
]
et compte tenu de l’interpolation line´aire retenue, on
inte`gre le produit scalaire pre´ce´dent sur le volume non de´forme´ de l’e´le´ment :
δW eint = H0S0 {δU}t
[[
BL
]
+
[
BNL
]]t {̂Sl} (IV.25)
ou` H0 et S0 sont respectivement l’e´paisseur et la surface de l’e´le´ment non de´forme´ (dans l’e´tat
initial) qui sont entie`rement connues au temps t = 0. Le vecteur {̂Sl} est, quant a` lui, fourni
par la donne´e de la loi de comportement.
A partir de ce travail virtuel, le vecteur local des forces inte´rieures est donne´ par :
{F eint}l = H0S0 [B]t {̂Sl} (IV.26)
ou` la matrice [B] est la somme des deux matrices line´aire
[
BL
]
et non-line´aire
[
BNL
]
.
Le vecteur {F eint}l ainsi de´ﬁni est un vecteur a` six composantes, dans la base locale. Ces
six composantes sont les contributions nodales des forces inte´rieures associe´es a` chacun des six
degre´s de liberte´ plans de l’e´le´ment :
{F eint}tl = 〈FXA , FYA , FXB , FYB , FXC , FYC 〉 (IV.27)
Pour exprimer ce vecteur dans le repe`re global, il faut tout d’abord le comple´ter par les termes
nuls relatifs a` la troisie`me direction (suivant la normale a` l’e´le´ment) et multiplier ce nouveau
vecteur de 9 composantes par la matrice de passage du repe`re local de´forme´ au repe`re global.
Cette matrice, note´e [Rlg]9×9 , utilise la de´ﬁnition pre´alable de la matrice [Rlg], matrice 3 × 3,
et se met sous la forme :
[Rlg]9×9 =
 [Rlg] 0 00 [Rlg] 0
0 0 [Rlg]
 (IV.28)
Le vecteur nodal des forces inte´rieures dans le repe`re global s’e´crit alors :
{F eint}g = [Rlg]9×9

FXA
FYA
0
FXB
FYB
0
FXC
FYC
0

(IV.29)
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IV.2.2.4 Vecteur des forces exte´rieures
Apre`s avoir obtenu le travail virtuel des forces inte´rieures, il nous faut maintenant calculer
le travail virtuel des forces exte´rieures duˆ au chargement. Ce travail e´le´mentaire est note´ δW eext
et est :
δW eext =
∫∫
Se0T
δ−→u .−→T0dS0 (IV.30)
La seule sollicitation est la force de pression, force suiveuse, qui s’exerce suivant la normale a`
l’e´le´ment et qui de´pend de la ge´ome´trie de´forme´e. Pour calculer son travail, on utilise donc la
formulation eule´rienne :
δW eext =
∫∫
Se
T
δ−→u .−→t dS (IV.31)
pour laquelle l’inte´gration se fait sur la surface de´forme´e SeT et ou` la force de pression dans le
repe`re local est :
−→
t = P−→n (IV.32)
avec P la pression qui dans ce type de proble`me est uniforme a` l’inte´rieur de la paraison et−→n la normale a` l’e´le´ment de´forme´, (〈0, 0, 1〉 dans le repe`re local). Apre`s prise en compte de
l’interpolation, le travail virtuel devient :
δW eext = P {δUl}t
∫∫
Se
T
[N(ξ, η)]tdS

0
0
1
 (IV.33)
Dans le vecteur des de´placements virtuels {δUl}, nous avons ajoute´ les de´placements virtuels
suivant l’axe normal a` l’e´le´ment, δwA, δwB et δwC , car la force de pression travaille dans cette
direction. La matrice d’interpolation est donc la matrice [N(ξ, η)] de dimension 9 × 3 (IV.9).
Apre`s inte´gration sur la surface de´forme´e, le travail virtuel des forces exte´rieures est :
δW eext = PS {δUl}t

0
0
1
3
0
0
1
3
0
0
1
3

(IV.34)
S e´tant la surface de l’e´le´ment de´forme´.
A partir de cette relation, on de´ﬁnit le vecteur des forces exte´rieures, projete´ dans le repe`re
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global, sous la forme suivante :
{F eext}g = PS[Rlg]9×9

0
0
1
3
0
0
1
3
0
0
1
3

(IV.35)
IV.2.2.5 Matrice masse de l’e´le´ment
Le troisie`me et dernier terme a` calculer est la matrice masse, [M e]. Le travail virtuel
e´le´mentaire des quantite´s d’acce´le´ration, note´ δW einertie, est :
δW einertie =
∫∫∫
V e0
δ−→ug.ρ0−¨→ug(−→X, τ)dV0 (IV.36)
Apre`s prise en compte de l’interpolation, cette expression se met sous la forme suivante :
δW einertie = {δUg}ρ0
∫∫∫
V e0
[N ]t[N ]dV0{U¨g} (IV.37)
soit encore :
δW einertie = {δUg}t[M e]{U¨g} (IV.38)
Apre`s inte´gration des fonctions d’interpolation sur le volume non de´forme´, la matrice masse est
donne´e par :
[M e] =
1
12
ρ0S0H0
 2I I I· 2I I
sym · 2I
 (IV.39)
e´quation dans laquelle I est la matrice identite´ 3× 3.
Cette matrice [M e] est constante lors de la de´formation et ne doit donc eˆtre calcule´e qu’une
seule fois (a` t = 0).
IV.3 Discre´tisation temporelle
IV.3.1 Sche´ma d’inte´gration
Comme nous l’avons dit dans l’introduction, nous nous sommes oriente´s vers un sche´ma
dynamique explicite [DOK 89] et ce, pour e´viter les de´sagre´ments dus aux fortes non-line´arite´s
et aux instabilite´s des membranes tendues.
Une fois assemble´s les vecteurs et les matrices e´le´mentaires calcule´s dans le paragraphe
pre´ce´dent, le proble`me global discre´tise´ a` re´soudre devient :
[M ]
{
U¨(tn)
}
= {Fext(tn)} − {Fint(tn)} (IV.40)
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Le temps est alors discre´tise´ et on utilise le sche´ma des diffe´rences centre´es pour lequel la vitesse,
u˙n, et l’acce´le´ration, u¨n, au temps tn sont exprime´es en fonction des de´placements aux temps
tn−1, tn et tn+1, et du pas de temps ∆t :
u˙(tn) =
u(tn+1)− u(tn−1)
2∆t
(IV.41a)
et
u¨(tn) =
u(tn+1)− 2u(tn) + u(tn−1)
∆t2
(IV.41b)
En utilisant ce sche´ma d’inte´gration temporelle, le proble`me (IV.40) se met sous la forme sui-
vante :
[M ]
∆t2
{U(tn+1)} = {Fext(tn)} − {Fint(tn)}+ [M ]
∆t2
(2{U(tn)} − {U(tn−1)}) (IV.42)
Ainsi, la connaissance de la solution aux temps tn et tn−1 permet de calculer le vecteur de´placement
au temps discret tn+1. L’ite´ration n permet donc de connaˆıtre les de´placements au temps suivant
tn+1.
Pour re´soudre cette e´quation, il reste a` ajouter les conditions initiales. Classiquement, dans
les proble`mes de mise en forme, les de´placements initiaux et vitesses initiales sont nuls pour tous
les noeuds :
{U(t0)} = {0} et {U˙(t0)} = {0} (IV.43)
Conditions que l’on peut re´e´crire en terme de de´placement :
{U(t0)} = {0} et {U˙(t−1)} = {0} (IV.44)
Ce type de sche´ma est conditionnellement stable. La condition de stabilite´ peut eˆtre obtenue
par l’estimation de la plus grande valeur propre du syste`me modal e´quivalent [DOK 89], valeur
propre note´e ωmax. Pour un calcul sans amortissement, on doit avoir :
∆t ≤ 2
ωmax
(IV.45)
Compte tenu des non-line´arite´s mate´rielles, cette plus grande valeur propre ωmax est difficilement
calculable, on sait cependant qu’il existe une valeur critique du pas de temps ∆tC et que le pas
de temps de calcul doit toujours ve´riﬁer :
∆t ≤ ∆tC (IV.46)
pour assurer la convergence.
IV.3.2 Diagonalisation de la matrice masse
Pour e´viter le calcul de l’inverse de la matrice masse et pour n’avoir a` effectuer que des
calculs vectoriels, on e´limine le couplage entre les d.d.l. en concentrant la masse des e´le´ments
aux noeuds. Le nombre d’ope´rations est ainsi conside´rablement re´duit.
Pour ce faire, on utilise la me´thode dite ! Special Lumping Technique " [ZIE 94], me´thode
particulie`rement efficace pour les proble`mes de me´canique des solides et qui fournit les taux de
convergence optimaux. On calcule la masse totale e´le´mentaire en sommant tous les termes de la
matrice masse d’un e´le´ment, [M e] (IV.39), et l’on redistribue cette somme proportionnellement
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aux termes de la diagonale. Les termes diagonaux de cette nouvelle matrice, M eii, sont donc
donne´s par :
M eii =
M eii
3∑
k=1
M ekk
∑
k=1,3
l=1,3
M ekl (IV.47)
ou` M ekl sont les termes de la matrice e´le´mentaire comple`te (IV.39).
Dans notre cas, la matrice masse e´le´mentaire diagonale est :[
M e
]
=
ρ0S0H0
3
[I]9×9 (IV.48)
Graˆce a` cette simpliﬁcation et apre`s avoir assemble´ les vecteurs des forces inte´rieures et
exte´rieures, le proble`me (IV.42), (IV.44) est de´couple´ : chaque degre´ de liberte´ peut eˆtre traite´
inde´pendamment des autres.
Conside´rons le degre´ de liberte´ i et notons Ui son de´placement. L’e´quation scalaire a` re´soudre
au temps tn pour obtenir le de´placement Ui(tn+1) au temps tn+1 est la suivante :
Ui(tn+1) =
∆t2
Mii
[Fexti(tn)− Finti(tn)] + 2Ui(tn)− Ui(tn−1) (IV.49)
ou` Mii est le coefficient de la matrice masse diagonale assemble´e,
[
M
]
, correspondant au d.d.l
i et ou` Fexti et Finti sont les i
ie`mes composantes du vecteur des forces exte´rieures assemble´ et du
vecteur des forces inte´rieures assemble´, respectivement.
L’algorithme ge´ne´ral de re´solution est pre´sente´ sur la ﬁgure IV.3.
IV.4 Implantation des lois de comportement
La formulation du proble`me pre´sente´e pre´ce´demment laisse entie`res les difficulte´s relatives
aux lois de comportement. On sait pourtant que la prise en compte de celles-ci pose un re´el
proble`me pour la simulation des proce´de´s de mise en forme. La forte non-line´arite´ de ces lois
ne´cessite une attention particulie`re lors de leur implantation dans le code de calcul.
Comme nous l’avons vu, la loi de comportement du mate´riau intervient dans le calcul des
forces inte´rieures (IV.26) au travers du vecteur {̂Sl}, e´criture vectorielle du second tenseur de
Piola-Khirchhoff dans le repe`re lie´ a` l’e´le´ment de´forme´. Ce vecteur est le vecteur des contraintes
dans le plan de l’e´le´ment.
Compte tenu de la me´thode de re´solution adopte´e, les de´placements {Un} au temps tn et donc
le tenseur des dilatations de Cauchy-Green gauche local au meˆme temps, Cl(tn), sont connus
avant que n’apparaissent la ne´cessite´ de calculer les contraintes au temps tn (ﬁgure IV.3). Ceci
rend beaucoup plus simple la prise en compte des lois de comportement. En effet, dans ce
contexte, nous ne devons nous pre´occupper que des me´thodes nume´riques a` employer pour relier
le tenseur Sl au tenseur Cl. Dans ce paragraphe, nous e´tudierons ces me´thodes pour les quatre
mode`les de comportement que nous avons retenus.
Dans notre cas, l’hypothe`se des contraintes planes dans le plan de l’e´le´ment implique que
la direction normale a` l’e´le´ment est l’une des trois directions principales. Ainsi, la matrice des
contraintes lagrangiennes locales [Sl] a` la forme suivante :
[Sl] =
 S11 S12 0S21 S22 0
0 0 0
 (IV.50a)
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Au premier pas de temps
Pour tous les temps discrets t
n
Pour tous les éléments
Assemblage de la matrice masse
diagonale : [ ]M
Calcul des matrices masse
élémentaires diagonales :
M
e



Calcul des vecteurs forces
élémentaires : { } { }Fe Fexteint  et  
Assemblage des vecteurs forces :
{ } { }F Fextint  et  
Calcul des déplacements nodaux :
( ){ }U tn+1  
Figure IV.3 : Algorithme ge´ne´ral
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(avec S12 = S21) et celle des dilatations lagrangiennes locales [Cl] :
[Cl] =
 C11 C12 0C21 C22 0
0 0 C33
 (IV.50b)
(avec C12 = C21) et pour laquelle le terme d’extension suivant l’e´paisseur, C33, est obtenu en
utilisant le caracte`re incompressible du mate´riau. Ce terme est en fait λ23, ou` λ3 est l’extension
principale suivant l’e´paisseur et est de´ﬁnie par :
λ3 =
H
H0
(IV.51)
avec H et H0 les e´paisseurs dans l’e´tat de´forme´ et non de´forme´, respectivement.
Ainsi, en utilisant l’hypothe`se d’incompressibilite´ (II.44), λ3 ve´riﬁe :
λ23 = C33 =
1
C11C22 − C212
(IV.52)
Comme nous l’avons vu dans l’e´tude de´taille´e de ces lois de comportement (paragraphe II.2),
certaines d’entre-elles ne´cessitent la connaissance des directions principales de de´formation. Pour
de´terminer ces directions, il suffit de diagonaliser le tenseur Cl. Les extensions principales dans
le plan de l’e´le´ment, λ1 et λ2, sont donne´es par :
λ21 =
1
2
[
C11 + C22 +
√
(C11 − C22)2 + 4C212
]
(IV.53a)
λ22 =
1
2
[
C11 + C22 −
√
(C11 − C22)2 + 4C212
]
(IV.53b)
(par hypothe`se, nous avons impose´ λ1 ≥ λ2). Les deux directions principales correspondantes
sont de´ﬁnies par les angles, β1 et β2 respectivement, angles entre les dites directions et le premier
axe local (droite (AB) du repe`re local dans l’e´tat de´forme´, ﬁgure IV.2). Ces deux angles sont
de´ﬁnis par leurs tangentes :
tanβ1 =
C12
λ21 − C22
(IV.54a)
tanβ2 =
C12
λ22 − C22
(IV.54b)
De plus, tous les mate´riaux conside´re´s e´tant incompressibles, les contraintes sont de´ﬁnies a`
une pression hydrostatique pre`s. Compte tenu de la forme des tenseurs locaux dans le repe`re
de l’e´le´ment, cette pression est simplement calculable en utilisant l’hypothe`se des contraintes
planes S33 = 0 dans laquelle n’intervient que la de´formation principale normale C33 qui de´pend
de C11, C22 et C12 (IV.52).
A partir de ces conside´rations ge´ne´rales, nous e´tudierons tout d’abord les mode`les hy-
pere´lastiques de Mooney puis d’Ogden, ensuite nous nous inte´resserons au cas plus complexe des
mode`les de comportement viscoe´lastiques de Christensen et CBT ge´ne´ralise´ qui font intervenir
la variable temps.
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IV.4.1 Mode`les de comportement hypere´lastiques
IV.4.1.1 Mode`le de Mooney
Dans ce cas, la forme lagrangienne de la loi de comportement (II.55) se met, dans le plan de
l’e´le´ment, sous la forme suivante :
Sl = −pCl
−1
+ 2
[
(c1 + c2I1) I − c2Cl
]
(IV.55)
dans laquelle I1 est le premier invariant du tenseur Cl et c1 et c2 sont les deux constantes
mate´rielles (note´es dans ce cas en lettres minuscules pour e´viter toute confusion avec le tenseur de
Cauchy-Green gauche). On calcule alors la pression hydrostatique comme expose´ pre´ce´demment,
soit dans ce cas :
p = 2
(
c1 + c2I1 − c2λ23
)
λ23 (IV.56)
ou` λ3 est donne´ par (IV.52). En remplac¸ant cette valeur de la pression dans l’e´quation de
comportement (IV.55), les composantes du tenseur des contraintes Sl sont :
S11 = 2
{
c1 + c2
[
C11 + C22 + (C11C22 − C12)−1
]
− c2C11
}
−p C22
C11C22 − C212
(IV.57a)
S22 = 2
{
c1 + c2
[
C11 + C22 + (C11C22 − C12)−1
]
− c2C22
}
−p C11
C11C22 − C212
(IV.57b)
S12 = −2c2C12 − p C12
C11C22 − C212
(IV.57c)
IV.4.1.2 Mode`le d’Ogden
Pour ce mode`le, la fonction e´nergie de de´formation W est exprime´e en fonction de mesures
de de´formation ge´ne´ralise´e (paragraphe II.1). La de´ﬁnition de ces mesures (paragraphe II.1.3.5)
ne´cessite la connaissance des directions principales. A partir de la de´termination des extensions
principales (IV.53a), (IV.53b) et des angles de´crivant ces directions (IV.54a), (IV.54b), on calcule
le matrice de changement de base, [P ], entre la base locale de´ﬁnie initialement et la base locale
forme´e des directions principales.
Dans le repe`re principal, les contraintes principales locales S1 et S2 sont fournies par l’e´quation
(II.91b) que l’on rappelle :
Si = −p 1
λ2i
+ µnλ
αn−2
i i = 1, 2
ou` la pression hydrostatique p est e´value´e par la prise en compte du caracte`re plan des contraintes
et de l’incompressibilite´ du mate´riau :
p = µn
1
(λ1λ2)
αn (IV.58)
Ce calcul fournit les contraintes principales qui sont ensuite projete´es dans la base locale initiale
a` l’aide de la matrice de changement de base [P ].
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IV.4.2 Mode`les de comportement viscoe´lastiques
Pour les mode`les viscoe´lastiques, on doit prendre en compte l’histoire de la de´formation qu’a
subie le mate´riau pour calculer les contraintes au temps pre´sent. Comme nous l’avons de´ja`
mentionne´, Feng [FEN 86] propose une relation de re´currence qui permet, pour les mode`les de
comportement viscoe´lastiques inte´graux, de calculer la contrainte au temps discret pre´sent tn
seulement en fonction des grandeurs (contraintes et de´formations) aux temps tn et tn−1.
Cependant, entre ces deux temps discrets, les variables cine´matiques ont change´ (notamment
les directions du repe`re local lie´ a` l’e´le´ment ﬁni). Comme nous ne connaissons pas le chemin
de la transformation au cours du pas de temps ∆t entre tn−1 et tn, nous devons faire une
approximation de ce chemin. Dans ce travail, nous avons suppose´ que les directions principales
sont constantes lors du pas de temps ∆t et sont e´gales aux directions principales au temps
pre´sent ﬁnal tn [RAC 94]. Cette approximation est due a` Braudel et a e´te´ utilise´e par Rachik
[RAC 93] pour des lois de comportement viscoe´lastiques diffe´rentielles.
IV.4.2.1 Mode`le de Christensen
Pour le mode`le de Christensen, on rappelle la forme de la relation lagrangienne contrainte-
de´formation (II.121b) :
S(t) = −pC−1 + g0I + 1
2
∫ t
0
g1(t− τ)dC(τ)
dτ
dτ (IV.59)
Le tenseur des contraintes au temps discret tn est alors calcule´ en fonction des contraintes au
temps tn−1 et des de´formations aux temps tn et tn−1, a` l’aide de la relation de re´currence (III.16)
applique´e au cas lagrangien :
S(tn) = −pC
−1
(tn) + g0I +
1
2
e
−∆t
τR
∫ tn−1
0
g1(tn−1 − τ)dC(τ)
dτ
dτ + e
− ∆t
2τR
[
C(tn)− C(tn−1)
]
(IV.60)
ou` la fonction de relaxation g1(τ) est donne´e sous forme exponentielle g1e
−τ/τR . Dans cette
formule, l’inte´grale de 0 a` tn−1 et le tenseur C(tn−1) ne de´pendent que du temps discret pre´ce´dent
tn−1.
Comme nous l’avons dit, nous devons conside´rer cette relation de re´currence pour les direc-
tions principales, puisque seules celles-ci sont suppose´es constantes au cours du pas de temps :
Si(tn) = −p 1
λ2i (tn)
+ g0 +
1
2
e
−∆t
τR
∫ tn−1
0
g1(tn−1 − τ)dλ
2
i (τ)
dτ
dτ + g1e
− ∆t
2τR
[
λ2i (tn)− λ2i (tn−1)
]
i = 1, 3 (IV.61)
Cette formulation ne´cessite la conservation des termes principaux relatifs au temps discret
pre´ce´dent tn−1. Pour chaque e´le´ment ﬁni du maillage, on doit donc conserver, d’un pas de
temps a` l’autre, six valeurs : les trois composantes du tenseur principal des dilatations, λ2i pour
i = 1, 3, et les trois composantes inte´grales (donc relatives au caracte`re visqueux du mate´riau)
du tenseur principal des contraintes,
∫ tn−1
0 g1(tn−1 − τ)
dλ2i (τ)
dτ dτ pour i = 1, 3.
La me´thode de calcul au temps discret tn est alors la suivante :
1. a` partir des de´placements, {Un}, obtenus au temps pre´ce´dent, on calcule le tenseur local
Cl(tn) a` l’aide du tenseur local hl(tn) (IV.18) :
Cl(tn) =
(
I + hl(tn)
)t (
I + hl(tn)
)
(IV.62)
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2. on de´termine les extensions principales λ1 et λ2 ainsi que la matrice de passage [P ] en
diagonalisant Cl(tn) ;
3. en utilisant l’e´quation (IV.61) et compte tenu des grandeurs relatives a` tn−1 conserve´es et
des hypothe`ses d’incompressibilite´ et de contraintes planes, on calcule la pression hydro-
statique p, puis les contraintes principales S1 et S2 ;
4. on calcule alors le tenseur local des contraintes dans le repe`re local de´forme´, Sl, a` l’aide
de la matrice de changement de base [P ] pre´ce´demment calcule´e en 1.
Le second tenseur des contraintes de Piola-Khirchhoff Sl, ainsi calcule´, est ensuite e´crit sous
forme vectorielle (IV.23) et permet de calculer le vecteur des forces inte´rieures (IV.26).
IV.4.2.2 Mode`le CBT ge´ne´ralise´
Ce mode`le, que nous avons pre´sente´ dans le chapitre relatif aux mode`les de comporte-
ment viscoe´lastiques non-line´aires (paragraphe II.2.3.4), est le plus complexe a` traiter. En
effet, il pre´sente les difficulte´s inhe´rentes aux mode`les qui utilisent des mesures de de´formation
ge´ne´ralise´e (comme le mode`le d’Ogden) et celles pose´es par les mode`les viscoe´lastiques qui im-
posent l’utilisation d’une relation de re´currence.
Dans un premier temps, on rappellera la forme de la loi de comportement lagrangienne,
exprime´e dans le repe`re principal, correspondant a` ce mode`le (II.124) et (II.127) :
Si (t) = −p 1
λ2i (t)
+
N∑
k=1
g0kλ
αk−2
i (t)+
1
λ2i (t)
N∑
k=1
g0k
∫ t
0
g1 (t− τ) dλ
αk
i (τ)
dτ
dτ i = 1, 3 (IV.63)
ou` N est le nombre de termes adopte´s dans la se´rie.
De fac¸on similaire au travail de Feng [FEN 86], on e´tablit tre`s simplement la relation de
re´currence pre´sente´e dans l’annexe A (e´quation (A.26)) qui permet de calculer les contraintes
principales du second tenseur de Piola-Khirchhoff au temps tn, Si(tn), en conside´rant une fonc-
tion de relaxation de la forme g1(τ) = g1e
−τ/τR :
Si(tn) = −p 1
λ2i
(tn)+
N∑
k=1
g0kλ
αk−2
i (tn) +
1
λ2i (tn)
[
e
−∆t
τR
N∑
k=1
g0k
∫ tn−1
0
g1 (tn−1 − τ) dλ
αk
i (τ)
dτ
dτ
+g1e
− ∆t
2τR
(
N∑
k=1
g0kλ
αk
i (tn)−
N∑
k=1
g0kλ
αk
i (tn−1)
)]
i = 1, 3 (IV.64)
Pour le calcul de ces contraintes principales, la proce´dure est comple`tement similaire a` celle
utilise´e pour le mode`le de Christensen expose´e dans le paragraphe pre´ce´dent. La seule diffe´rence
notable provient des termes a` retenir. En effet, pour e´viter un trop grand stockage de donne´es,
on conserve directement les sommes de termes :
- pour les de´formations :
N∑
k=1
g0kλ
αk
i (tn−1) pour i = 1, 3 ;
- et pour les contributions visqueuses des contraintes :
N∑
k=1
g0k
∫ tn−1
0 g1
(
ttn−1 − τ
) dλαki (τ)
dτ dτ
pour i = 1, 3.
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IV.5 Chargement de la paraison par un de´bit d’air
Comme nous l’avons de´ja` vu dans le chapitre pre´ce´dent concernant les expe´riences de souf-
ﬂage d’une membrane initialement plane, la pression a` l’inte´rieur de la paraison n’est pas une
grandeur que l’on peut imposer facilement. En effet, celle-ci est e´troitement lie´e au volume
inte´rieur de la paraison au travers de la thermodynamique du gaz utilise´ pour le souﬄage. En
pratique, il est beaucoup plus aise´ d’imposer un de´bit (massique par exemple) qu’une monte´e
en pression. C’est par exemple le cas lorsqu’on ouvre un robinet.
Pour prendre en compte ce phe´nome`ne dans notre code de calcul, nous avons suppose´ que le
gaz injecte´ a` l’inte´rieur de la paraison obe´it a` la loi des gaz parfaits. Ainsi, en imposant l’histoire
du de´bit et en calculant le volume du syste`me me´canique, on peut connaˆıtre la force de pression
qui s’exerce sur la membrane.
Toutes les notations introduites dans la suite sont re´sume´es sur la ﬁgure IV.4 dans le cas
du moulage par e´tirement-souﬄage ou extrusion-souﬄage (ﬁgure IV.IV.4(a)), et dans le cas du
thermoformage (ﬁgure IV.IV.4(b)). Notons tout d’abord P0 la pression initiale d’e´quilibre des
P 0
V(t)
P(t)
t
P 0P 0
V 0
V ini t=0
t0
(a) Moulage par souﬄage
V
init V 0=0P 0
P
0
P 0
V
init
P(t) V (t)
t0 t
(b) Thermoformage
Figure IV.4 : Chargement de la paraison par un de´bit d’air. Notations
deux coˆte´s de la membrane et V0 le volume initial contenu dans la membrane au temps initial
t0. On introduit aussi un volume arbitraire initial, Vinit, qui permet de prendre en compte le
cas du thermoformage pour lequel, si la membrane est plane, V0 = 0. De plus, on note n0 le
nombre initial de moles contenu dans le volume Vinit + V0. Initialement, le gaz a` l’inte´rieur de
la membrane ve´riﬁe la relation :
P0(Vinit + V0) = n0RTgaz (IV.65)
ou` R est la constante universelle des gaz parfaits et Tgaz est la tempe´rature du gaz, suppose´e
constante tout au long de la mise en forme.
Dans l’e´tat de´forme´, au temps t, on a introduit n(t) moles de gaz depuis le de´but du charge-
ment. La pression interne est alors note´e P (t) et le volume contenu dans la membrane, V (t).
Ils ve´riﬁent :
P (t)[Vinit + V (t)] = [n0 + n(t)]RTgaz (IV.66)
La diffe´rence de pression s’exerc¸ant sur la membrane est note´e ∆P (t) et est de´ﬁnie par :
∆P (t) = P (t)− P0 = P0(Vinit + V0) +K(t)
Vinit + V (t)
− P0 (IV.67)
ou` K(t) = n(t)RTgaz.
L’inte´gration de la relation pre´ce´dente dans la code de calcul se fait tre`s simplement :
• initialement
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- on ﬁxe P0 ainsi que Vinit et on calcule V0 ;
- on se donne un chargement en de´bit K(t) pour la dure´e du calcul.
• au temps discret tn
- connaissant les de´placements {U(tn)} des noeuds, on calcule leurs positions et le
volume contenu a` l’inte´rieur de la paraison, V (tn) ;
- en utilisant la relation pre´ce´dente (IV.67), on calcule la pression qui s’exerce sur les
e´le´ments, ∆P (tn) ;
- cette pression permet le calcul des efforts exte´rieurs a` la paraison et donc la re´solution
du proble`me en tn et le calcul de {U(tn+1)}.
IV.6 Validation pour le souﬄage libre
A ce stade, nous avons de´veloppe´ un code de calcul de souﬄage libre (sans moule) de mem-
branes hypere´lastiques et viscoe´lastiques non-line´aires soumises a` un chargement en pression ou
en de´bit. Ces membranes sont maille´es a` l’aide d’e´le´ments ﬁnis triangulaires a` trois noeuds et
trois d.d.l. par noeud.
Pour valider cette premie`re partie du travail, nous nous inte´ressons au proble`me du souﬄage
dynamique d’une sphe`re. Ce cas, assez simple pour ce qui est de la mise en e´quations, se
re´ve`le tre`s inte´ressant. En effet, comme nous l’avons rapidement mentionne´ pre´ce´demment, des
instabilite´s apparaissent. Le cas de la membrane sphe´rique met en e´vidence ce phe´nome`ne et
fournit des e´quations simples permettant de comparer nos re´sultats obtenus par la me´thode des
e´le´ments ﬁnis a` des re´sultats semi-analytiques (e´quation a` un degre´ de liberte´ re´solue par la
me´thode de Runge-Kutta) [MAR 97].
Dans ce paragraphe, nous ne ferons qu’introduire les e´quations obtenues analytiquement et
seuls les re´sultats inte´ressants pour la validation seront rappele´s ; le souﬄage d’une membrane
sphe´rique est e´tudie´ de fac¸on comple`te dans l’annexe C. Dans cette annexe, la mise en e´quations
est rappele´e et de tre`s nombreux re´sultats sont fournis pour mettre en e´vidence et expliquer la
pre´sence d’instabilite´s lors du souﬄage.
Nous fournirons successivement des re´sultats pour les cas hypere´lastique (mode`le de Mooney)
et viscoe´lastique (mode`le de Christensen). En effet, pour mieux comprendre les phe´nome`nes,
nous n’e´tudierons que les mode`les les plus simples. Les mode`les d’Ogden et CBT ge´ne´ralise´,
plus complexes, ont, quant a` eux, e´te´ valide´s en les re´duisant a` des cas particuliers des deux
autres mode`les.
IV.6.1 Souﬄage d’une membrane sphe´rique de type Mooney soumise a` un
e´chelon de pression
Ce cas est de´veloppe´ dans le de´tail dans le paragraphe C. 3.1 de l’annexe C.
On conside`re une membrane sphe´rique de rayon initial R0 et de masse volumique ρ0. L’e´pais-
seur est suppose´e ne´gligeable devant le rayon (hypothe`se de membrane) et est note´e h0. Cette
membrane est hypere´lastique de type Mooney, avec pour constantes mate´rielles c1 et c2. On
de´ﬁnit la constante mate´rielle re´duite α telle que :
α =
c2
c1
(IV.68)
Cette membrane est souﬄe´e par un e´chelon de pression constant au cours du temps, note´ ∆P .
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Remarque : ce cas est assez peu physique, puisqu’il correspond a` la situation ou` la membrane est
relie´e a` un re´servoir de dimension inﬁnie permettant une alimentation constante en pression.
En de´ﬁnissant les variables re´duites suivantes pour la pression et le temps :
∆p = ∆P
R0
4c1h0
(IV.69a)
τ = t
2
R0
√
c1
ρ0
(IV.69b)
l’e´quation diffe´rentielle re´gissant le mouvement se met sous la forme adimensionnelle suivante :
λ¨ = ∆pλ2 +
(
1
λ5
− λ
)(
1 + αλ2
)
(IV.70)
ou` λ est l’extension circonfe´rentielle de´ﬁnie comme le rapport du rayon de´forme´ sur le rayon
initial. A cette e´quation on ajoute les conditions initiales correspondant au cas de la membrane
initialement au repos :
λ(0) = 1 et λ˙(0) = 0 (IV.71)
Cette e´quation est alors re´solue par une me´thode de Runge-Kutta d’ordre 5 ou 6 (sous-programme
IVPRK de la bibliothe`que mathe´matique IMSL [IMS 87]).
Une e´tude plus comple`te des solutions de cette e´quation (points d’e´quilibre, stabilite´, allure
des plans de phase) est fournie en annexe C. 3.1. De cette e´tude se de´gagent trois comportements
diffe´rents, de´pendant des valeurs du parame`tre mate´riel α et de l’e´chelon de pression ∆p :
- ou bien la membrane oscille autour de points d’e´quilibre ;
- ou bien elle atteint un point d’e´quilibre instable (point selle) auquel cas elle reste en ce
point et le rayon reste constant ;
- ou bien son mouvement devient instable et le rayon croˆıt exponentiellement vers l’inﬁni.
Pour valider notre code de calcul nous avons se´lectionne´ quelques cas inte´ressants, pour trois
valeurs du parame`tre mate´riel α et quelques valeurs de l’e´chelon de pression ∆p. Ces cas sont
re´sume´s dans le tableau IV.1.
Valeur de α Valeur de ∆p
α = 0 ∆p = 0, 5 ; ∆p = 0, 6
α = 0, 1 ∆p = 0, 687 ; ∆p = 0, 7 ; ∆p = 0, 8
α = 0, 25 ∆p = 0, 7 ; ∆p = 1, 2
Tableau IV.1: Diffe´rents cas pour le souﬄage d’une sphe`re hypere´lastique par un e´chelon de
pression
Ces diffe´rents cas sont simule´s avec notre code de calcul. Le travail se fait sur une sphe`re
entie`re ; nous n’avons pas impose´ de conditions de syme´trie, ce qui nous permet aussi de controˆler
le bon comportement du programme en ve´riﬁant que la syme´trie sphe´rique est bien conserve´e
tout au long du calcul. La sphe`re est discre´tise´e en 2000 e´le´ments ﬁnis. Les re´sultats obtenus
sont de´taille´s sur le ﬁgure IV.5.
• La ﬁgure IV.IV.5(a) relative au parame`tre mate´riel α = 0 montre que le code de calcul
reproduit avec autant de pre´cision les comportements oscillatoires (∆p = 0, 5) que ceux
qualiﬁe´s d’instables (∆p = 0, 6).
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Figure IV.5 : Souﬄage d’une membrane sphe´rique de type Mooney : (—) Runge-Kutta
(proble`me monodimensionnel), (◦) e´le´ments ﬁnis (sphe`re comple`te)
• De meˆme, pour α = 0, 25, les re´sultats e´le´ments ﬁnis reproduisent tre`s bien les mou-
vements oscillatoires de la membrane, et ce pour des niveaux de pression tre`s diffe´rents
(ﬁgure IV.IV.5(c)).
• Dans le cas ou` α = 0, 1, il faut noter que le point d’e´quilibre instable (point selle) appartient
a` la trajectoire pour une valeur de ∆p de l’ordre de 0,687. On voit sur la ﬁgure IV.IV.5(b)
que le comportement est bien reproduit loin de cette valeur critique de la pression (∆p =
0, 8). Pour des valeurs proches de cette valeur critique (∆p = 0, 687 ou ∆p = 0, 7 sur
la ﬁgure), le calcul e´le´ments ﬁnis reproduit qualitativement le phe´nome`ne d’instabilite´.
Cependant, la pe´riode du mouvement tendant asymptotiquement vers l’inﬁni au voisinage
de cette valeur de l’e´chelon de pression, la re´ponse en temps obtenue par les e´le´ments ﬁnis
diffe`rent sensiblement du re´sultat semi-analytique.
De plus, pour ces trois valeurs bien choisies du parame`tre α, nous avons construit les courbes
liant la pe´riode du mouvement a` la valeur de l’e´chelon de pression impose´. Pour quelques valeurs
de la pression, nous avons effectue´ des simulations nume´riques. Les re´sultats obtenus sont
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pre´sente´s sur la ﬁgure IV.6. Ces re´sultats montrent que quelles que soient les situations, le calcul
e´le´ments ﬁnis est en bonne ade´quation avec les re´sultats obtenus par l’inte´gration de l’e´quation
diffe´rentielle par la me´thode de Runge-Kutta. Meˆme au voisinage des points selles (asymptotes
verticales sur le graphique), la simulation nume´rique approche au moins qualitativement le
phe´nome`ne physique d’instabilite´. Sur les asymptotes, l’estimation des valeurs de la pe´riode est
satisfaisante.
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Figure IV.6 : Pe´riode re´duite en fonction de la pression impose´e pour trois valeurs de α :
(—) Runge-Kutta (proble`me monodimensionnel), (") e´le´ments ﬁnis (sphe`re
comple`te)
IV.6.2 Souﬄage d’une membrane sphe´rique de type Mooney soumise a` un
de´bit de ﬂuide constant
Ce cas est de´veloppe´ dans le paragraphe C. 3.2 de l’annexe C.
La sphe`re conside´re´e est la meˆme que dans le paragraphe pre´ce´dent et le de´bit est impose´
constant au cours du temps. L’e´quation qui re´git le mouvement de la membrane fait maintenant
intervenir explicitement la variable temps, τ :
λ¨ = p0
[
1
λ
(1 + qτ)− λ2
]
+
(
1
λ5
− λ
)(
1 + αλ2
)
(IV.72)
ou` q est le de´bit de gaz et p0 la pression initiale a` l’e´quilibre.
Pour tester le code, nous avons ﬁxe´ ces deux valeurs :
q = 1 et p0 = 1 (IV.73)
et conside´re´ deux valeurs du parame`tre α : 0 et 0,25.
Pour ces deux proble`mes, nous avons calcule´ l’e´volution de la pression a` l’inte´rieur de la
sphe`re et l’e´volution de son volume : par la me´thode de Runge-Kutta sur l’e´quation diffe´rentielle
pre´ce´dente (IV.72) et par la me´thode des e´le´ments ﬁnis sur une sphe`re comple`te.
Les re´sultats obtenus pour α = 0 sont pre´sente´s sur la ﬁgure IV.7 et ceux relatifs a` α = 0, 25,
sur la ﬁgure IV.8. On voit sur ces diffe´rentes ﬁgures que le mode`le e´le´ments ﬁnis reproduit les
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Figure IV.7 : Souﬄage, par un de´bit constant, d’une membrane sphe´rique de type Mooney
avec α = 0 : (—) Runge-Kutta (proble`me monodimensionnel), (◦) e´le´ments ﬁ-
nis (sphe`re comple`te)
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Figure IV.8 : Souﬄage, par un de´bit constant, d’une membrane sphe´rique de type Mooney avec
α = 0, 25 : (—) Runge-Kutta (proble`me monodimensionnel), (◦) e´le´ments ﬁnis
(sphe`re comple`te)
re´sultats semi-analytiques : les courbes de pression (ﬁgures IV.IV.7(b) et IV.IV.8(b)) oscillent
autour de la solution quasi-statique et les courbes de volume (ﬁgures IV.IV.7(a) et IV.IV.8(a))
oscillent autour de courbes monotones croissantes.
Le calcul du chargement de pression a` chaque temps discret par un sche´ma explicite n’affecte
en rien la qualite´ des re´sultats nume´riques.
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IV.6.3 Souﬄage d’une membrane sphe´rique de type Christensen soumise a`
un e´chelon de pression
Ce cas est de´veloppe´ dans le paragraphe C. 3.3 de l’annexe C.
Les notations sont les meˆmes que dans les paragraphes pre´ce´dents. Les parame`tres mate´riels
sont g0 la composante e´lastique et g1(τ) la fonction de relaxation de la forme g1e
−τ/τR , ou` τR
est le temps de relaxation. Comme pre´ce´demment, on de´ﬁnit la fonction de relaxation re´duite :
α(τ) =
g1
g0
e
− τ
τR = αe
− τ
τR (IV.74)
et les grandeurs re´duites pour les variables pression et temps :
∆p = ∆P
R0
2g0h0
(IV.75a)
τ = t
√
2
R0
√
g0
ρ0
(IV.75b)
L’e´quation qui re´git le mouvement de la membrane est alors l’e´quation diffe´rentielle du second
ordre en λ (extension circonfe´rentielle, accroissement du rayon) suivante :
λ¨(τ) = ∆pλ2(τ) +
[
1
λ5(τ)
− λ(τ)
]
− λ(τ)
2
∫ τ
0
α(τ − u)dλ
2(u)
du
du
+
1
2λ5(τ)
∫ τ
0
α(τ − u)dλ
−4(u)
du
du (IV.76)
Les inte´grales sont approche´es par la me´thode de Feng que nous avons de´ja` explicite´e et utilise´e
dans tout ce travail et l’e´quation est re´solue par la me´thode de Runge-Kutta.
Compte tenu du nombre de parame`tres entrant en jeu (τR, α et ∆p) et de la complexite´ de
l’e´quation a` re´soudre, il est tre`s difficile de mener a` bien une e´tude parame´trique du proble`me
(paragraphe C. 3.3) contrairement au cas hypere´lastique. Cependant, nous avons pu mettre en
e´vidence deux types de comportement : l’un oscillatoire amorti, l’autre instable. C’est pourquoi,
dans le cadre de cette validation, nous n’avons effectue´ que deux calculs : l’un pour lequel
la re´ponse est oscillatoire et l’autre pour lequel elle est instable. Les valeurs des parame`tres
mate´riels sont les meˆmes dans les deux cas :
α = 0, 2 et τR = 1
et les valeurs des e´chelons de pression sont : ∆p = 0, 5 (oscillatoire amorti) et ∆p = 1 (instable).
La ﬁgure IV.9 pre´sente les re´sultats du calcul par la me´thode de Runge-Kutta et du calcul
e´le´ments ﬁnis. Les re´sultats e´le´ments ﬁnis sont dans les deux cas en bonne ade´quation avec les
re´sultats obtenus sur le cas monodimensionnel. On note cependant que dans le cas oscillatoire
amorti (ﬁgure IV.IV.9(a)), le calcul e´le´ments ﬁnis sous-estime quelque peu l’amplitude mais
aussi la pe´riode du mouvement. Toutefois, les re´sultats restent acceptables compte tenu des
hypothe`ses et des approximations qui ont e´te´ faites pour la mise en place de ce type loi de
comportement dans le code de calcul (paragraphe IV.4.2.1). Dans le cas instable, la divergence
entre les deux calculs ne commence a` eˆtre signiﬁcative qu’a` partir de valeurs de λ de l’ordre
de 10 (ﬁgure IV.IV.9(b)), c’est-a`-dire lorsque le rayon de la sphe`re a e´te´ multiplie´ par 10. Ces
re´sultats sont donc tout a` fait satisfaisants.
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Figure IV.9 : Souﬄage d’une membrane sphe´rique de type Christensen : (—) Runge-Kutta
(proble`me monodimensionnel), (· · · ) e´le´ments ﬁnis (sphe`re comple`te)
Lors des tests pre´ce´dents, nous avons compare´ les re´sultats obtenus par le code de calcul a`
des re´sultats semi-analytiques sur le proble`me simple du souﬄage d’une membrane sphe´rique.
Cette comparaison montre que le calcul e´le´ments ﬁnis simule avec succe`s les divers phe´nome`nes
rencontre´s aussi bien dans les cas hypere´lastiques que viscoe´lastiques.
L’implantation de lois de comportement hypere´lastiques et viscoe´lastiques non-line´aires, ainsi
que le chargement de la membrane par un de´bit ont ainsi e´te´ ve´riﬁe´s. Le code de calcul de
souﬄage libre de membrane est donc valide´.
Dans la suite, nous nous attacherons a` transformer ce code de calcul de souﬄage libre aﬁn
de simuler les proce´de´s de mise en forme, notamment en de´veloppant un module de contact ainsi
qu’un module de raffinement de maillage.
IV.7 Gestion du contact
Pour pouvoir simuler les proce´de´s de mise en forme, il faut a` pre´sent de´velopper un module
de contact qui permettra de prendre en compte la pre´sence du moule.
Comme nous l’avons montre´ dans la partie bibliographique, la plupart des travaux dans ce
domaine adopte l’hypothe`se de contact collant. En effet, lorsque la paraison a` haute tempe´rature
entre en contact avec le moule, qui lui est froid, le mate´riau se refroidit de manie`re brutale, ses
caracte´ristiques mate´rielles changent tre`s rapidement et la membrane se raidit. On peut alors
conside´rer que la pression de souﬄage n’est pas suffisante pour de´former cette partie de la
membrane. Nous nous sommes place´s dans le cadre de cette hypothe`se.
Le moule est mode´lise´ par des facettes triangulaires planes. A chaque pas de temps, on teste
chaque noeud de la paraison qui n’est pas encore entre´ en contact avec le moule, avec chaque
facette du moule pour de´terminer si ce noeud a de´passe´ le moule. Si c’est le cas, le noeud est
projete´ sur l’e´le´ment du moule conside´re´ et ses degre´s de liberte´ sont bloque´s pour la suite du
calcul.
Dans ce paragraphe, nous pre´senterons donc la me´thode de de´tection des noeuds entre´s en
contact et la technique de projection utilise´e.
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IV.7.1 De´tection des noeuds en contact
On conside`re un noeud i de la paraison qui occupe la position N au temps discret tn. Notons
N ′ sa position au temps discret pre´ce´dent tn−1. Soit une facette triangulaire du moule (DEF ),
on se propose de ve´riﬁer si la trajectoire du noeud i entre tn−1 et tn a traverse´ le triangle. La
ﬁgure IV.10 pre´sente la ge´ome´trie du proble`me dans le cas ou` le noeud est effectivement entre´ en
contact avec le moule lors du pas de temps. Le but de la de´tection est de de´terminer si le point
N' :  posi t ion du noeud au temps tn-1
D
E
F
élément  du moule
N :  posi t ion du noeud au temps t
n
M
Figure IV.10 : Ge´ome´trie du proble`me de contact
d’intersection entre la trajectoire et le triangle est a` la fois sur le segment [NN ′] et a` l’inte´rieur
du triangle (DEF ).
On note M le point d’intersection entre la droite (NN ′) et le plan (P ) contenant les trois
points D, E et F . Le point M appartient a` la droite (N ′N) s’il ve´riﬁe la condition suivante :
∃β \ −−−→N ′M = β−−→N ′N (IV.77)
De la meˆme fac¸on, le pointM appartient au plan (P ) si le vecteur
−−→
DM se de´compose de manie`re
unique dans la base (D,
−−→
DE,
−−→
DF ) :
∃(γ, δ) \ −−→DM = γ−−→DE + δ−−→DF (IV.78)
En utilisant ces deux e´quations, on obtient le syste`me de trois e´quations a` trois inconnues qui
se met sous la forme vectorielle suivante :
β
−−→
NN ′ + γ
−−→
DE + δ
−−→
DF =
−−→
DN ′ (IV.79)
les trois inconnues e´tant les coefficients β, γ et δ. Une fois de´termine´es ces trois valeurs, il suffit
de ve´riﬁer si le point d’intersection M est dans le segment [N ′N ] et a` l’inte´rieur du triangle
(DEF ), ce qui revient a` ve´riﬁer que :
0 ≤ β ≤ 1 (IV.80a)
et
0 ≤ γ ≤ 1 , 0 ≤ δ ≤ 1 , 0 ≤ 1− γ − δ ≤ 1 (IV.80b)
Ce test simple permet donc de savoir si un noeud est entre´ en contact avec un e´le´ment du moule
et, si c’est le cas, avec lequel.
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IV.7.2 Projection des noeuds en contact
Dans le cas ou` un noeud a de´passe´ le moule, il faut maintenant le reprojeter sur l’e´le´ment
concerne´. Pour ce faire, on fait l’hypothe`se que lors du pas de temps ∆t le mouvement du noeud
entre les points ge´ome´triques N ′ et N s’est fait de fac¸on line´aire.
E´videmment, avec cette approximation, le point projete´ est le point M , point d’intersection
entre la droite et le plan, de´ﬁni pre´ce´demment. Le calcul de ses coordonne´es se fait a` partir du
coefficient β, qui positionne le pointM sur le segment [NN ′], et les d.d.l. de ce noeud sont ﬁxe´s
pour la poursuite du calcul.
Remarque : cette me´thode de de´tection et de reprojection permet d’utiliser tre`s peu d’e´le´ments
pour le maillage du moule, ce qui re´duit d’autant le nombre d’ope´rations. En effet, pour une
plaque, deux e´le´ments suffisent quelles que soient les dimensions de celle-ci. La ﬁgure IV.11
montre le maillage d’une membrane initialement plane souﬄe´e dans un coin. On voit sur celle-
Figure IV.11 : Souﬄage d’une membrane circulaire dans un coin discre´tise´ en 6 facettes
ci que le coin n’a e´te´ mode´lise´ que par 6 facettes triangulaires.
IV.8 Raffinement du maillage
Le proble`me majeur pose´ par l’utilisation d’e´le´ments triangulaires a` interpolation line´aire
re´side dans le fait qu’ils restent plans. En effet, compte tenu des tre`s grandes de´formations
que ces e´le´ments subissent, ceci ne permet pas de simuler parfaitement les e´volutions de la
ge´ome´trie de la paraison, par exemple dans les coins d’un moule (ﬁgure IV.12). Pour reme´dier
3 D2 D
Figure IV.12 : Proble`me pose´ par un maillage grossier dans le coin d’un moule
a` cette difficulte´, certains auteurs pre´sentent le raffinement de maillage comme une perspective
de recherche inte´ressante [DEL 91], [RAC 94] sans toutefois le mettre en œuvre.
A partir de ces constatations, nous avons de´veloppe´ un module de raffinement du maillage.
Dans la suite, nous donnerons les crite`res que nous avons choisis pour de´cider si un e´le´ment doit
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eˆtre divise´ ou non, puis nous exposerons la me´thode de raffinement adopte´e.
IV.8.1 Crite`re de raffinement
Le souﬄage de membrane pour la simulation des proce´de´s de mise en forme pre´sente de tre`s
fortes non-line´arite´s ge´ome´triques dues aux grands de´placements et grandes de´formations. C’est
pourquoi, par simplicite´, nous nous sommes oriente´s vers un crite`re ge´ome´trique pour de´cider
ou non de re´duire la taille des e´le´ments.
Lorsqu’on de´cide de remailler la paraison (tous les k pas de temps par exemple), chaque
e´le´ment de la membrane est teste´. Pour ce faire, on conside`re les e´le´ments ayant un coˆte´ commun
avec cet e´le´ment et on calcule la normale moyenne a` ce groupe d’e´le´ments. La ﬁgure IV.13 montre
un e´le´ment teste´ et le groupe d’e´le´ments qui l’entoure. On calcule ensuite l’angle entre la normale
de chaque e´le´ment et la moyenne des normales de tous les e´le´ments conside´re´s (l’e´le´ment central
et les e´le´ments qui l’entourent) ; si l’un de ces angles est supe´rieur a` une valeur limite ﬁxe´e par
l’utilisateur alors l’e´le´ment correspondant est divise´, sinon il reste tel quel pour les pas de calcul
suivants jusqu’au prochain test de remaillage.
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Figure IV.13 : Groupe d’e´le´ments teste´s pour le raffinement de maillage
Pour e´viter de trop multiplier le nombre d’e´le´ments, l’utilisateur peut ﬁxer une surface
e´le´mentaire limite a` partir de laquelle un e´le´ment n’est plus divise´, meˆme s’il est de´tecte´ par le
crite`re pre´ce´dent.
IV.8.2 Me´thode de raffinement
De nombreux algorithmes de raffinement de maillage existent dans la litte´rature. Certains
permettent de ge´ne´rer entie`rement de nouveaux maillages, d’autres de subdiviser un maillage
de´ja` existant ou de regrouper des mailles. Shephard propose une revue de ce type de travaux
dans [SHE 88].
Le but de notre travail n’e´tant pas de de´velopper une nouvelle me´thode de remaillage, mais
plutoˆt d’e´valuer l’efficacite´ de ce type de proce´dure pour la simulation de la mise en forme, nous
avons de´cide´ d’utiliser un algorithme simple de division du maillage.
Nambiar et al. [NAM 93] ont de´veloppe´ un algorithme qu’ils qualiﬁent eux meˆmes de ! sim-
ple " pour le raffinement de maillages constitue´s d’e´le´ments triangulaires a` trois noeuds. Leur
technique, que nous allons succinctement exposer, est base´e sur une me´thode de de´coupage par
bissection suivant le plus grand coˆte´. La me´thode de division des triangles est pre´sente´e sur la
ﬁgure IV.14.
Apre`s avoir rempli la liste des triangles qui doivent eˆtre subdivise´s, la me´thode de division
adopte´e diffe`re suivant trois cas de ﬁgure :
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Figure IV.14 : Me´thodes de division des triangles : (a) cas d’un e´le´ment sur la frontie`re, (b) cas
de deux e´le´ments internes partageant leurs plus grand coˆte´, (c) cas des e´le´ments
internes qui ne partagent pas leur plus grand coˆte´
(a) soit le triangle a` diviser a son plus grand coˆte´ sur une frontie`re du maillage (ﬁgure IV.14(a)).
Dans ce cas la`, un nouveau noeud est cre´e´ au milieu de ce plus grand coˆte´ et celui-ci donne
naissance a` deux nouveaux e´le´ments en remplacement du triangle initial.
(b) soit le plus grand coˆte´ du triangle a` diviser est aussi le plus grand coˆte´ du triangle en vis-
a`-vis (ﬁgure IV.14(b)). Un nouveau noeud est alors cre´e´ au milieu du grand coˆte´ commun
et ce noeud donne naissance a` quatre nouveaux e´le´ments en remplacement des triangles
initiaux.
(c) soit le plus grand coˆte´ du triangle a` diviser n’est pas le plus grand coˆte´ du triangle en
vis-a`-vis (ﬁgure IV.14(c)). Ce cas ce produit lorsqu’un triangle appartient a` la liste des
triangles a` diviser (triangle 1 sur la ﬁgure) et que son vis-a`-vis n’appartient pas a` cette
liste et ne partage pas le plus grand coˆte´ (triangle 2 sur la ﬁgure). Dans ce cas, le second
triangle (triangle 2) est ajoute´ a` la liste et on recommence la proce´dure pour ce triangle
(en de´terminant son plus grand coˆte´).
Pour mettre en place une telle me´thode, il convient de classer les triangles dans l’ordre de
leur plus grand coˆte´ croissant et de les diviser en partant de la ﬁn de la liste (on commencera
toujours par diviser le triangle de la liste qui a le plus grand des plus grands coˆte´s). L’algorithme
de division est pre´sente´ sur la ﬁgure IV.15.
IV.8.3 Difficulte´s dues au raffinement du maillage
Le fait de remailler la structure lors du calcul fait apparaˆıtre quelques difficulte´s nume´riques
que nous allons e´nume´rer sans de´tailler les solutions apporte´es, qui ne sont que d’ordre algorith-
mique.
• Il faut toujours ve´riﬁer qu’un noeud nouvellement cre´e´ ne se trouve pas, au moment de
sa cre´ation, a` l’exte´rieur du moule (dans le cas de moules non convexes). Cependant, on
ne peut pas appliquer la me´thode classique de de´tection du contact puisque ce noeud n’a
pas de passe´, donc pas de trajectoire. Pour reme´dier a` ce proble`me, nous avons mis en
place une se´rie de tests pre´alables a` effectuer sur les coˆte´s qui doivent eˆtre divise´s, avec
projection des noeuds cre´e´s sur le moule.
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Création de la liste
d'éléments à subdiviser
Classement des éléments par
ordre croissant de la longueur de
leur plus grand côté
La liste est-
elle vide ?
Fin de la subdivision
ouinon
non Le dernier élément est-
il   sur la frontière ?
oui
Subdivision d'un
élément sur la frontière
Subdivision de deux
éléments internes
ouinon
Ajout du second élément
à la fin de la liste
Application du critère à
tous les éléments
Le plus grand côté
est-il aussi le plus
grand côté de
l'élément adjacent ?
Figure IV.15 : Algorithme de subdivision du maillage (d’apre`s [NAM 93])
• La taille des e´le´ments diminuant au cours du calcul, la valeur du pas de temps critique
pour l’algorithme des diffe´rences centre´es diminue elle aussi. On doit donc diminuer le pas
de temps au cours du calcul ce qui oblige a` calculer (par une interpolation) la position des
noeuds au nouveau temps tn−1 de´ﬁni par le nouveau pas de temps.
IV.9 Validation ge´ne´rale : thermoformage d’un re´cipient cylin-
drique
Pour valider l’ensemble du code de calcul, nous avons confronte´ nos re´sultats nume´riques a`
des donne´es expe´rimentales fournies dans la litte´rature. Pour cela, on s’inte´resse au cas du ther-
moformage d’un re´cipient cylindrique en HIPS (PolyStyre`ne a` Haut Impact). Ce proble`me a e´te´
e´tudie´ expe´rimentalement et nume´riquement par deLorenzi et Nied [DEL 91] et nume´riquement
par Rachik et al. [RAC 94].
Pour des raisons de syme´trie, nous n’avons e´tudie´ que le quart de la structure. La membrane
initiale est plane, circulaire de rayon 129,54 mm et d’e´paisseur initiale 0,254 mm. La ge´ome´trie
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du moule est pre´sente´e sur la ﬁgure IV.IV.16(a). Celui-ci est maille´ avec 63 facettes triangulaires
et ce maillage est pre´sente´ sur la ﬁgure IV.IV.16(b).
203,2  mm
129,54 mm
124,46 mm
12,7 mm
(a) Ge´ome´trie du moule (b) Maillage du moule
Figure IV.16 : Description du moule pour le thermoformage d’un re´cipient cylindrique
Pour mode´liser le comportement du mate´riau, nous avons utilise´ les donne´es expe´rimentales
fournies par Schmidt et Carley [SCH 75a] qui proposent une forme modiﬁe´e du mode`le de
Mooney, avec la fonction e´nergie de de´formation suivante :
W = A10 (I1 − 3) +A02 (I2 − 3)2 (IV.81)
ou` les deux constantes mate´rielles sont :
A10 = 0, 143 MPa et A02 = 2, 2 10
−6 MPa
Cette loi de comportement et ces constantes mate´rielles sont celles utilise´es par les autres auteurs
dans leurs e´tudes.
Le maillage initial de la membrane est constitue´ de 27 e´le´ments ﬁnis et nous avons utilise´ le
module de raffinement de maillage pre´sente´ pre´ce´demment. Le maillage ﬁnal comprend, lui, 996
e´le´ments ﬁnis. La ﬁgure IV.17 montre l’e´volution du maillage au cours du calcul. On remarquera
la qualite´ du maillage ﬁnal (ﬁgure IV.IV.17(d)), qualite´ que seul un maillage localement raffine´
lors du calcul permet d’obtenir. En effet, il n’e´tait pas possible de pre´voir, a` priori, les zones de
la paraison initiale (ﬁgure IV.IV.17(a)) pour lesquelles le maillage devait eˆtre raffine´.
Nied et deLorenzi ont mesure´ expe´rimentalement la re´partition de l’e´paisseur le long de la
paroi de la pie`ce ﬁnale, ainsi que les extensions principales radiale et circonfe´rentielle au fond
du re´cipient. Nous avons donc compare´ les re´sultats nume´riques que nous avons obtenus avec
ces valeurs expe´rimentales :
- la ﬁgure IV.18 pre´sente la re´partition de l’e´paisseur re´duite h/h0 en fonction de l’abscisse
curviligne allant du centre au bord du re´cipient ;
- les ﬁgures IV.IV.19(a) et IV.IV.19(b) montrent les extensions principales, respectivement
radiale et circonfe´rentielle, au fond du re´cipient en fonction de la distance a` l’axe de
syme´trie.
Sur ces diffe´rentes ﬁgures, chaque point (◦) repre´sente le re´sultat obtenu dans un e´le´ment
ﬁni. Toutes les grandeurs e´tant constantes par e´le´ment, elles sont repre´sente´es, sur les graphes,
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(a) 27 e´le´ments (b) 201 e´le´ments
(c) 429 e´le´ments (d) 996 e´le´ments
Figure IV.17 : Quatre phases du thermoformage
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Figure IV.18 : E´paisseur re´duite le long de la paroi : (I) points expe´rimentaux, (◦) re´sultat
nume´rique EF
au centre de gravite´ du triangle concerne´. C’est pourquoi, plusieurs points sont obtenus pour
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Figure IV.19 : Comparaison expe´riences-calculs : (I) points expe´rimentaux, (◦) re´sultats
nume´riques EF
une meˆme abscisse.
La re´partition de l’e´paisseur obtenue nume´riquement est en bonne ade´quation avec les
re´sultats expe´rimentaux (ﬁgure IV.18), et ce surtout pour le fond du re´cipient. Pour des
abscisses curvilignes supe´rieures a` 250 mm, les re´sultats nume´riques s’e´loignent des mesures
expe´rimentales (15 %). Cet e´cart croissant peut eˆtre impute´ a` l’aspect grossier du maillage ﬁnal
sur le bord du re´cipient.
En ce qui concerne les extensions principales au fond du re´cipient (ﬁgure IV.19), les re´sultats
s’ave`rent un peu moins satisfaisants : l’extension principale radiale est quelque peu sous-estime´e
sur la plus grande partie du fond (17 %) et surestime´e au voisinage de l’axe de syme´trie (25 %)
(ﬁgure IV.IV.19(a)), et l’extension principale circonfe´rentielle est sous-estime´e au voisinage de
l’axe (25 %) (ﬁgure IV.IV.19(b)). Malgre´ ces e´carts au voisinage de l’axe de syme´trie, sur un
plan qualitatif les re´sultats nume´riques sont conformes aux re´sultats expe´rimentaux.
Au vu de cet exemple industriel, notre code de calcul utilise´ avec son module de raffinement
de maillage est valide´.
Remarque : les re´sultats nume´riques obtenus par deLorenzi et Nied [DEL 91] (re´solution
du proble`me quasi-statique) et Rachik et al. [RAC 94] (re´solution explicite du proble`me dy-
namique avec ajout d’une matrice d’amortissement) sont identiques aux notres mais n’ont pas
e´te´ pre´sente´s sur les ﬁgures pour des raisons de clarte´.
IV.10 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons pre´sente´ et valide´ un code de calcul e´le´ments ﬁnis pour la
simulation nume´rique des proce´de´s industriels de moulage par souﬄage et de thermoformage.
Dans ce code, les paraisons sont mode´lise´es par des e´le´ments triangulaires membranes isopara-
me´triques a` trois noeuds en grandes transformations. Les lois de comportement implante´es sont
de type hypere´lastique ou viscoe´lastique non-line´aire.
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Compte tenu des phe´nome`nes physiques intervenant dans ces proce´de´s, mais aussi des diffi-
culte´s rencontre´es lors de la re´solution quasi-statique de ce type de proble`me, notamment dues a`
l’existence d’instabilite´s dans le comportement des membranes tendues, nous avons adopte´ une
formulation dynamique re´solue par le sche´ma explicite des diffe´rences centre´es. Le contact de la
paraison avec le moule est conside´re´ collant, hypothe`se admise par la plupart des auteurs.
L’originalite´ de notre travail porte sur les deux points suivants :
- tout d’abord, pour se rapprocher des phe´nome`nes physiques intervenant dans les processus
industriels (ou expe´rimentaux), le chargement peut se faire a` de´bit de gaz impose´ et
non plus uniquement a` pression impose´e, la pression a` l’inte´rieur de la paraison e´tant
e´troitement lie´e a` sa de´formation ;
- de plus, compte tenu des grandes variations de la ge´ome´trie de la paraison au cours du
souﬄage, nous avons e´te´ amene´s a de´velopper un module simple de raffinement de maillage
permettant la subdivision des triangles au cours du calcul sur des crite`res ge´ome´triques.
Le code a pu eˆtre valide´ a` la fois sur un cas simple dont une solution semi-analytique a e´te´
mise en place, mais aussi graˆce a` des re´sultats expe´rimentaux. Les bons re´sultats de ces tests de
validation permettent d’envisager son utilisation dans le cadre de la simulation des proce´de´s, en
particulier pour la pre´diction de la ge´ome´trie ﬁnale et de l’e´volution de la pression interne lors
des proce´de´s.
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Ce dernier chapitre constitue une application de type industriel du code de calcul que
nous avons de´veloppe´. Les lois de comportement que nous avons recale´es sont incluses dans le
code. Nous pre´sentons deux exemples :
- l’extrusion-souﬄage d’une bouteille avec manche ;
- le thermoformage d’une boˆıte de forme complexe.
Dans le premier exemple, nous mettrons l’accent sur l’utilisation des diffe´rentes lois de com-
portement identiﬁe´es au chapitre III et sur le calcul de la pression dans la bouteille au cours du
souﬄage. Dans le second exemple, nous nous inte´resserons plus pre´cisemment au proble`me de
contact et de raffinement de maillage.
V.1 Extrusion-souﬄage d’une bouteille avec manche
Le premier exemple traite´ concerne l’extrusion-souﬄage d’une bouteille de lessive. Ce
proble`me de bouteille avec manche a e´te´ e´tudie´ expe´rimentalement et nume´riquement a` l’IMI
par Khayat et Derdouri [KHA 95] pour le polyester (PET).
Lors du proce´de´ de moulage par souﬄage, une paraison a e´te´ extrude´e, avant d’eˆtre prise
entre les deux moitie´s du moule. Le fond de la bouteille, ainsi que les coˆte´s et le pourtour du
manche sont donc pince´s. La ge´ome´trie de la demi-paraison ainsi obtenue est pre´sente´e sur la
ﬁgure V.1 (deux vues) et celle d’une moitie´ du moule sur la ﬁgure V.2. Dans la pratique, apre`s
le souﬄage, toutes les parties e´crase´es se trouvant a` l’exte´rieur du moule seront e´barbe´es.
La hauteur de cette bouteille est 230 mm et le rayon du corps, 40 mm. L’e´paisseur initiale
est uniforme : 2,25 mm. Pour le calcul, la bouteille est maille´e avec 802 e´le´ments ﬁnis et le
moule avec 1215 facettes triangulaires.
V.1.1 De´termination de la ge´ome´trie ﬁnale
Dans un premier temps, nous comparons les re´sultats de notre code a` ceux obtenus par
Khayat et Derdouri [KHA 95]. Comme nous l’avons rappele´ dans le premier chapitre, leur
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(a) Vue ge´ne´rale (b) Vue de proﬁl
Figure V.1 : Paraison initiale extrude´e pour le souﬄage de la bouteille
Figure V.2 : Moule de la bouteille
code de calcul re´sout le proble`me quasi-statique par la me´thode des e´le´ments ﬁnis. Les auteurs
supposent le contact collant et mode´lisent les mate´riaux graˆce au mode`le de Mooney.
Nous utiliserons la meˆme loi de comportement, c’est a` dire un mode`le de Mooney pour lequel
le coefficient re´duit α = C1/C2 est ﬁxe´ a` 0,5 (cas du PET). Nous imposons comme chargement
une rampe de pression a` l’inte´rieur de la paraison.
La ﬁgure V.3 pre´sente la re´partition de l’e´paisseur ﬁnale re´duite, h/h0, de la bouteille suivant
la vue de face (ﬁgure V.V.3(a)) et la vue de coˆte´ (ﬁgure V.V.3(b)). A-B-C et a-b-c repre´sentent
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les lignes utilise´es pour les mesures expe´rimentales de l’e´paisseur ﬁnale.
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(b) Vue de coˆte´
Figure V.3 : Distribution de l’e´paisseur re´duite h/h0
Sur ces ﬁgures, on observe que l’amincissement atteint plus de 60 % dans le corps de la
bouteille, 20 % dans la partie haute du goulot et 50 % dans sa partie basse. Dans la hanse,
l’amincissement est de l’ordre de 50 a` 60 %. La de´formation maximale est atteinte dans la zone
A et est de l’ordre de 250 %.
La comparaison de nos re´sultats nume´riques avec les re´sultats nume´riques de Khayat et
Derdouri et les re´sultats expe´rimentaux sont pre´sente´s sur les ﬁgures V.V.4(a) et V.V.4(b) pour
la ge´ne´ratrice courante du corps de la bouteille (ligne A-B-C sur la ﬁgure V.V.3(a)) et la ligne
passant le long de sa hanse (ligne a-b-c sur la ﬁgure V.V.3(b)), respectivement. Ces courbes
pre´sentent l’e´paisseur ﬁnale du produit en fonction de l’abscisse curviligne allant du fond de la
bouteille au haut du goulot. Les re´sultats obtenus sont satisfaisants aussi bien qualitativement
que quantitativement et sont similaires a` ceux pre´sente´s dans [KHA 95] :
- sur le corps de la bouteille (ﬁgure V.V.4(a)), les e´carts avec l’expe´rience sont d’a` peu pre`s
10 % au niveau du fond (point A), 18 % au niveau du milieu du corps de la bouteille (point
B) et 23 % au niveau du goulot (point C) ;
- sur la ligne passant le long de la hanse (ﬁgure V.V.4(b)), ces e´carts sont tre`s faibles au fond
de la bouteille (point a), de 50 % pour le corps de la bouteille (point b) et tre`s variables
au niveau de la hanse (point c).
Il faut noter que les oscillations releve´es au niveau du manche (ﬁgure V.V.4(b)) sont dues
aux difficulte´s de contact rencontre´es dans les coins du moule : pour de telles ge´ome´tries, les
trois noeuds d’un e´le´ment peuvent avoir rencontre´s le moule alors que l’e´le´ment reste e´loigne´
de celui-ci (voir l’explication de ce proble`me dans le paragraphe du chapitre IV consacre´ au
raffinement de maillage). Malgre´ tout, la ﬁnesse de notre maillage initial nous permet d’obtenir
des valeurs, au niveau du manche, plus proches de l’expe´rience que celles des auteurs pre´cite´s.
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Figure V.4 : Comparaison de l’e´paisseur ﬁnale de la bouteille : (#) re´sultats expe´rimentaux
[KHA 95], (#) re´sultats nume´riques de Khayat et Derdouri [KHA 95], (") nos
re´sultats nume´riques
Les diffe´rences avec les expe´riences sont imputables a` l’hypothe`se d’e´paisseur uniforme apre`s
la phase d’extrusion. En effet, dans la re´alite´, l’e´paisseur de la paraison n’est pas uniforme
initialement.
V.1.2 E´tude de l’inﬂuence de la loi de comportement
V.1.2.1 Ge´ome´trie ﬁnale
Pour e´tudier l’inﬂuence de la loi de comportement sur la re´partition ﬁnale de l’e´paisseur,
nous conside´rons la loi de comportement utilise´e dans le paragraphe pre´ce´dent pour le PET et
les lois de comportement de l’ABS que nous avons identiﬁe´es :
- mode`le de Mooney (hypere´lastique) du PET :
C1 = 1 MPa
C2 = 0, 5 MPa
- mode`le d’Ogden (hypere´lastique) de l’ABS :
µ1 = 4, 1 MPa α1 = 0, 071
µ2 = 0, 022 MPa α2 = 2, 256
µ3 = −0, 058 MPa α3 = −1, 2
- mode`le CBT ge´ne´ralise´ (viscoe´lastique non-line´aire) de l’ABS :
g01 = 0, 051 MPa α1 = 1, 63
g02 = 0, 125 MPa α2 = 0, 30
g03 = −3, 66 10−3 MPa α3 = −1, 53
g1 = 5, 13 τR = 6, 13 s
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Dans ces trois cas, le chargement adopte´ pour le calcul consiste en une rampe de pression.
La ﬁgure V.5 pre´sente la re´partition de l’e´paisseur ﬁnale pour les trois lois de comportement,
pour la ligne de noeuds du corps de la bouteille (ﬁgure V.V.5(a)) et pour la ligne de noeuds
du manche (ﬁgure V.V.5(b)). Ces deux lignes de noeuds sont les meˆmes que celles utilise´es
pre´ce´demment pour la comparaison avec les re´sultats expe´rimentaux.
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Figure V.5 : E´paisseur ﬁnale de la bouteille pour trois lois de comportement : (—) mode`le de
Mooney PET, (- - -) mode`le d’Ogden ABS, (· · · ) mode`le CBT ge´ne´ralise´ ABS
Les re´sultats obtenus montrent que la loi de comportement et meˆme le type de mate´riau
mis en forme ont tre`s peu d’inﬂuence sur la ge´ome´trie ﬁnale : les e´carts maximaux sur les
e´paisseurs pour les diffe´rents mode`les sont infe´rieurs a` 10 %. La meˆme constatation a e´te´ faite
par deLorenzi et Nied [DEL 91].
V.1.2.2 E´volution de la pression interne
Pour cette seconde e´tude, nous n’avons conside´re´ que les deux lois de comportement per-
mettant la mode´lisation de l’ABS, c’est-a`-dire les mode`les d’Ogden et CBT ge´ne´ralise´ avec les
constantes mate´rielles que nous venons de rappeler.
Le chargement consiste maintenant a` imposer un de´bit d’air constant. Pour chacun des
deux mode`les de comportement, trois calculs ont e´te´ effectue´s. Pour les trois cas, le temps de
souﬄage est ﬁxe´ a` 3 s et les trois de´bits d’air impose´s sont : 62,5 g/s (16.103 mol/s), 125 g/s
(32.103 mol/s) et 250 g/s (64.103 mol/s) pour de l’air a` la tempe´rature ambiante de 23◦C.
Dans tous les cas, le souﬄage comprend deux e´tapes distinctes identiﬁe´es sur la ﬁgure V.6 :
- le souﬄage du corps de la bouteille : pendant un temps tre`s court, le volume augmente
tre`s rapidement et la pression reste faible. A la ﬁn de cette e´tape, tout le corps de la
bouteille est entre´ en contact avec le moule, il n’y a plus que le manche a` mettre en forme.
- le souﬄage du manche : il faut alors continuer a` injecter de l’air en grande quantite´ pour
permettre au manche d’adhe´rer au moule. Le volume augmente alors tre`s lentement alors
que la pression croˆıt rapidement de manie`re line´aire.
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Figure V.6 : Souﬄage de la bouteille sous un de´bit d’air constant : (—) e´volution de la pression
interne, (- - -) e´volution du volume de la demi-bouteille
Pour les six cas e´tudie´s, nous ne nous inte´ressons plus qu’a` la premie`re e´tape du souﬄage,
relative a` la mise en forme du corps de la bouteille. La ﬁgure V.7 pre´sente les courbes de
l’e´volution de la pression a` l’inte´rieur de la paraison en fonction du volume contenu dans celle-
ci. Le parame`tre temps a e´te´ e´limine´. Sur cette ﬁgure, on note que les pressions atteintes lors
du souﬄage sont diffe´rentes selon le mode`le utilise´ : pour un volume de 2,5.105 mm3, la pression
est de 0,018 MPa dans le cas hypere´lastique et de 0,03 MPa dans le cas viscoe´lastique.
Dans le cas hypere´lastique (ﬁgure V.V.7(a)), les courbes relatives aux trois de´bits sont iden-
tiques (aux oscillations pre`s), ce qui e´tait a` pre´voir puisque l’e´tat de de´formation ne de´pend pas
de la vitesse de chargement et donc pas du de´bit d’air impose´.
Dans le cas viscoe´lastique (ﬁgure V.V.7(b)), l’e´volution de la pression a` l’inte´rieur de la
paraison de´pend du de´bit d’air : plus ce de´bit est grand, plus la pression atteinte est e´leve´e. En
effet, plus l’air est injecte´ lentement, plus le phe´nome`ne de retard duˆ au caracte`re viscoe´lastique
du mate´riau est important et moins la pression ne´cessaire au gonﬂement est e´leve´e.
Cet exemple met en e´vidence l’importance de la loi de comportement, et notamment du
caracte`re viscoe´lastique du mate´riau, pour bien calculer l’e´volution de la pression a` l’inte´rieur
du moule lors du souﬄage et ainsi mieux connaˆıtre le proce´de´.
V.2 Thermoformage d’une boˆıte avec insert
Le second exemple est consacre´ au thermoformage d’une boˆıte avec un insert au fond
[MAR 97]. Les dimensions du moule sont pre´sente´es sur la ﬁgure V.V.8(a). Ce moule est
maille´ a` l’aide de 26 facettes triangulaires (ﬁgure V.V.8(b)). La paraison initiale est une feuille
rectangulaire d’e´paisseur uniforme 2 mm, dont les bords sont ﬁxe´s. Pour ce calcul, nous utilisons
le module de raffinement de maillage et le chargement impose´ consiste en une rampe de pression.
La ﬁgure V.9 pre´sente l’e´volution du maillage au cours du thermoformage ; le maillage initial
comprend 128 e´le´ments (ﬁgure V.V.9(a)) et le maillage ﬁnal est constitue´ de 3752 e´le´ments (ﬁgure
V.V.9(d)).
La re´partition de l’e´paisseur re´duite, h/h0, sur l’ensemble de la boˆıte est pre´sente´e sur la
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Figure V.7 : E´volution de la pression interne en fonction du volume contenu dans la paraison :
(· · · ) 62,5 g d’air/s, (- - -) 125 g d’air/s, (—) 250 g d’air/s
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Figure V.8 : Description du moule pour le thermoformage d’une boˆıte paralle´le´pipe`dique avec
un insert
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(a) 128 e´le´ments (b) 1772 e´le´ments
(c) 2776 e´le´ments (d) 3752 e´le´ments
Figure V.9 : Quatre phases du thermoformage de la boˆıte
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Figure V.10 : Re´partition de l’e´paisseur re´duite
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Figure V.11 : Re´partition de l’e´paisseur re´duite sur les demi-plans de syme´trie
ﬁgure V.10. De plus, la ﬁgure V.11 fournit la re´partition de l’e´paisseur sur les demi-plans de
syme´trie (xz) (ﬁgure V.V.11(a)) et (yz) (ﬁgure V.V.11(b)), plans identiﬁe´s par le repe`re de la
ﬁgure V.V.8(a).
Cet exemple incluant un moule non-convexe de´montre la ﬁabilite´ du module de contact du
code de calcul. De plus, l’utilisation du module de raffinement de maillage permet d’obtenir une
ge´ome´trie ﬁnale satisfaisante sans avoir a` se soucier du maillage initial.
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Conclusion ge´ne´rale
Ce travail s’inscrit dans le cadre ge´ne´ral de l’e´tude des proce´de´s de mise en forme des
polyme`res par souﬄage et thermoformage. Notre effort s’est plus particulie`rement porte´ sur la
caracte´risation et la mode´lisation du comportement des mate´riaux utilise´s, puis sur le de´veloppement
d’un outil de simulation adapte´ aux spe´ciﬁcite´s des proble`mes conside´re´s.
Apre`s avoir rappele´ les hypothe`ses classiquement utilise´es par les codes de calcul de´ja` ex-
istants (chapitre I), nous avons recense´ les lois de comportement, aussi bien hypere´lastiques
que viscoe´lastiques non-line´aires inte´grales, permettant la mode´lisation des polyme`res thermo-
plastiques a` leur tempe´rature de mise en forme (chapitre II). L’analyse de leur performance
relativement a` leur simplicite´ de mise en œuvre nume´rique nous a permis de retenir deux lois
de comportement hypere´lastiques (mode`les de Mooney et d’Ogden) et deux lois viscoe´lastiques
(mode`les de Christensen et CBT ge´ne´ralise´).
Du point de vue expe´rimental, nous avons re´alise´ un montage de souﬄage de membrane plane
chauffe´e (chapitre III) permettant l’obtention d’e´tats de de´formations biaxiaux proches de ceux
rencontre´s dans les proce´de´s. Une campagne d’essais mene´e sur l’ABS (Acrylonitrile butadie`ne
styre`ne) a mis en e´vidence son caracte`re viscoe´lastique ainsi que l’importance de l’e´volution de
la pression a` l’inte´rieur de la paraison lors du souﬄage. Enﬁn, graˆce aux mesures obtenues
et a` une me´thode originale de recalage base´e sur la re´solution du proble`me de souﬄage d’une
membrane circulaire plane, les constantes mate´rielles des mode`les retenus ont e´te´ identiﬁe´es.
D’autre part, un code de calcul par e´le´ments ﬁnis permettant l’implantation des lois de
comportement recale´es, a e´te´ de´veloppe´ (chapitre IV). Fonde´ sur une formulation dynamique
explicite du proble`me de souﬄage de la paraison, il pre´sente les particularite´s de permettre un
chargement soit en pression, soit en de´bit d’air et de re´soudre localement les proble`mes de grande
variation de ge´ome´trie a` l’aide d’un module de raffinement automatique du maillage. La com-
paraison des re´sultats nume´riques a` des donne´es semi-analytiques et expe´rimentales (provenant
de la bibliographie) a permis de valider notre programme et d’envisager son utilisation pour la
simulation des proce´de´s industriels de mise en forme des corps creux plastiques (chapitre V).
De ces travaux relatifs a` la mode´lisation des proce´de´s de souﬄage et de thermoformage, on
peut de´gager un certain nombre de re´sultats originaux.
L’e´tude expe´rimentale a montre´ que la seule utilisation de mode`les hypere´lastiques est insuf-
ﬁsante pour de´crire le comportement des polyme`res thermoplastiques lors de leur mise en forme,
et que la prise en compte de leur caracte`re viscoe´lastique est indispensable. Dans cette optique,
le mode`le CBT (1976), que nous avons ge´ne´ralise´ sur les bases du mode`le d’Ogden, semble bien
adapte´ a` la mode´lisation de tels comportements. De plus, ces expe´riences ont permis de mieux
comprendre le couplage entre la pression a` l’inte´rieur de la membrane et sa de´formation. Il est
clairement apparu que ces deux grandeurs sont e´troitement lie´es et que le parame`tre pilote dans
ce type de proble`me n’est pas la pression interne mais bien le de´bit du gaz de souﬄage.
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La mise en œuvre nume´rique a, quant a` elle, montre´ que l’utilisation d’e´le´ments ﬁnis line´aires
devait eˆtre couple´e a` celle d’un module de remaillage aﬁn de parer aux inconve´nients de ces
e´le´ments. Enﬁn et surtout, les tests nume´riques effectue´s ont permis de ve´riﬁer que la de´termination
de la pression a` l’inte´rieur de la paraison ne´cessite une bonne mode´lisation du comportement du
mate´riau. En revanche, la re´partition d’e´paisseur dans le produit ﬁnal ne de´pend pas de la loi
de comportement utilise´e.
Dans l’avenir, on peut envisager plusieurs axes de de´veloppement pour chacun des deux
aspects de ce travail.
En effet, e´tant appele´ a` devenir le dispositif expe´rimental syste´matiquement utilise´ a` l’IMI
pour la caracte´risation des mate´riaux, il semble indispensable d’automatiser la mesure de la
hauteur de la bulle. Quelques essais pre´liminaires utilisant une mesure optique de cette hauteur
permettent d’eˆtre optimiste quant a` son utilisation future. De plus, il est de´sormais clair qu’une
plus grande plage de de´bits d’air, sans doute mieux re´gule´s, permettrait de couvrir un champ
plus vaste de proce´de´s industriels. Un tel dispositif permettrait ainsi d’e´tablir une liste plus
comple`te de mode`les dont on pourrait identiﬁer les parame`tres.
D’autre part, de manie`re a` ame´liorer la simulation des proce´de´s, quelques aspects restent
a` approfondir. Le premier concerne le crite`re de remaillage. En effet, il est probable qu’un
crite`re inte´grant un nombre plus important d’e´le´ments permettrait d’obtenir un remaillage plus
se´lectif. Le second concerne, quant a` lui, le gaz de souﬄage. Une e´quation d’e´tat plus re´aliste
pourrait sans nul doute fournir une meilleure estimation de la pression interne. Enﬁn, a` plus long
terme et de manie`re a` mieux estimer certaines grandeurs essentielles telles que les contraintes
re´siduelles, une analyse thermome´canique du proce´de´ constituerait un axe de de´veloppement
tre`s prometteur.
Annexe A
Souﬄage d’une membrane circulaire plane :
e´quations et validation
Dans cette annexe, nous donnons les fonctions intervenant dans la mise en e´quations du
proble`me de souﬄage d’une membrane plane circulaire. De plus nous pre´sentons une rapide
validation de nos re´sultats.
A. 1 E´quations pour le souﬄage de la membrane
A. 1.1 Cas hypere´lastique
A. 1.1.1 Mode`le de Mooney
Dans ce paragraphe, on suppose que le mode`le de Mooney est de´ﬁni par les deux constantes
mate´rielles C et α telles que :
W = C [(I1 − 3) + α (I2 − 3)] (A.1)
Les fonctions re´duites de´ﬁnies dans le paragraphe III.3.2.1 sont alors :
T1 = 2C
(
λ1
λ2
− 1
λ31λ
3
2
)(
1 + αλ22
)
(A.2)
T2 = 2C
(
λ2
λ1
− 1
λ31λ
3
2
)(
1 + αλ21
)
(A.3)
et :
A = 2C
[(
1
λ2
+
3
λ41λ
3
2
)
+ α
(
λ2 +
3
λ41λ2
)]
(A.4)
B = 2C
[(
− 1
λ1
+
3
λ31λ
4
2
)
+ α
(
λ1 +
3
λ1λ
4
2
)]
(A.5)
C = 2C
[(
λ1
λ2
− λ2
λ1
)
+
(
1
λ1λ
3
2 − λ31λ2
)]
(A.6)
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A. 1.1.2 Mode`le d’Ogden
On conside`re un mode`le d’Ogden ge´ne´ral, pour lequel on ne ﬁxe pas le nombre de termes
de la se´rie. Dans les expressions suivantes, on adopte le principe de la sommation sur l’indice
re´pe´te´ n.
Les fonctions re´duites de´ﬁnies dans le paragraphe III.3.2.1 sont alors :
T1 = µn
(
λαn−11
λ2
− 1
λαn+11 λ
αn+1
2
)
(A.7)
T2 = µn
(
λαn−12
λ1
− 1
λαn+11 λ
αn+1
2
)
(A.8)
et :
A = µn
[
(αn − 1)λ
αn−2
1
λ2
+ (αn + 1)
1
λαn+21 λ
αn+1
2
]
(A.9)
B = µn
[
−λ
αn−2
2
λ1
+ (αn + 1)
1
λαn+11 λ
αn+2
2
]
(A.10)
C = µn
(
λαn−11
λ2
− λ
αn−1
2
λ1
)
(A.11)
A. 1.2 Cas viscoe´lastique
Dans ce paragraphe, nous rappelons les fonctions T1, T2, F1, F2, F3 et F4 intervenant dans
le syste`me (III.17) pour les deux mode`les de comportement que nous avons adopte´s.
Pour simpliﬁer l’e´criture de ces fonctions, on notera :
g1 ∗ f =
∫ t
0
g1(t− τ)∂f(τ)
∂τ
dτ (A.12)
Toutes les fonctions seront e´crites pour la re´solution du syste`me au temps tn, on ne pre´cisera
donc pas la de´pendance des diffe´rentes variables par rapport a` tn. Par contre, pour toutes les
variables relatives au temps pre´ce´dent tn−1, cette de´pendance sera pre´cise´e.
A. 1.2.1 Mode`le de Christensen
On rappelle que la fonction de relaxation est de la forme :
g1(τ) = g1e
− τ
τR (A.13)
Le mode`le de´pend donc de trois constantes mate´rielles g0, g1 et τR.
Les tensions sont de´ﬁnies par :
T1 = g0
(
λ1
λ2
− 1
λ31λ
3
2
)
+
λ1
2λ2
g1 ∗ λ21 −
1
2λ31λ
3
2
g1 ∗ 1
2λ21λ
2
2
(A.14)
T2 = g0
(
λ2
λ1
− 1
λ31λ
3
2
)
+
λ2
2λ1
g1 ∗ λ22 −
1
2λ31λ
3
2
g1 ∗ 1
2λ21λ
2
2
(A.15)
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et les quatre fonctions par :
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1
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(A.16)
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1
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(A.19)
Comme mentionne´ dans le paragraphe III.3.2.1, les inte´grales de 0 a` tn sont approche´es par
la relation de re´currence (III.16) propose´e par Feng [FEN 86].
A. 1.2.2 Mode`le CBT
De la meˆme fac¸on, les tensions pour le mode`le CBT sont :
T1 = g0k
[(
λ
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1
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− 1
λ
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1 λ
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2
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(A.20)
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(A.21)
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et les quatre fonctions sont :
F1 = g0k
{[
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A. 1.3 Formule de re´currence pour le mode`le CBT
Les inte´grales entre les temps 0 et tn sont calcule´es a` l’aide d’une formule de re´currence
similaire a` celle utilise´e pour le mode`le de Christensen. Les formules de re´currence sont du
type : ∫ tn
0
g1e
− tn−τ
τR
∂λ
αk
1 (τ)
∂τ
dτ ' e−
∆t
τR
∫ tn−1
0
g1e
− tn−1−τ
τR
∂λ
αk
1 (τ)
∂τ
dτ
+g1e
− ∆t
2τR [λαk1 (tn)− λαk1 (tn−1)] (A.26)
A. 2 Validation du programme de calcul du souﬄage d’une
membrane plane
Aﬁn de justiﬁer les changements de variables et l’algorithme de re´solution utilise´, nous avons
teste´ le cas de la membrane hypere´lastique dont les re´sultats ont e´te´ fournis par Yang et Feng
[YAN 70].
On conside`re une membrane plane circulaire soumise a` une pression uniforme. Dans ce
travail, nous imposerons, comme Yang, l’extension principale au poˆle, λ0, comme condition
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aux limites et nous calculerons le proﬁl de´forme´ de la membrane ainsi que la valeur des deux
extensions principales me´ridienne, λ1, et circonfe´rentielle, λ2. Il faut noter que Yang et Feng ont
re´solu les e´quations diffe´rentielles qu’ils ont obtenues, par une me´thode de Runge-Kutta d’ordre
4, couple´e a` une me´thode du tir pour assurer l’e´quilibre. Nous comparerons nos re´sultats a` ceux
des auteurs pour deux mate´riaux de type Mooney, de´ﬁnis par la valeur du parame`tre re´duit α :
α = 0 et α = 0, 1.
Les courbes des ﬁgures A.1 et A.2 pre´sentent (a) les re´sultats de Yang et Feng et (b) nos
re´sultats, pour le mate´riau ne´o-hooke´en (α = 0) respectivement pour le proﬁl des membranes
de´forme´es et pour les extensions principales.
(a) Re´sultats de Yang et Feng (1970)
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(b) Nos re´sultats
Figure A.1 : Proﬁl de´forme´ de la membrane : α = 0
De la meˆme fac¸on, les ﬁgures A.3 et A.4 pre´sentent les meˆmes donne´es mais dans le cas ou`
α = 0, 1.
On voit bien sur ces quatre ﬁgures que nos re´sultats sont rigoureusement identiques a` ceux
de Yang et Feng, ce qui valide notre mise en e´quations et la me´thode de re´solution adopte´e.
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(a) Re´sultats de Yang et Feng (1970)
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(b) Nos re´sultats
Figure A.2 : Extensions principales : α = 0
(a) Re´sultats de Yang et Feng (1970)
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(b) Nos re´sultats
Figure A.3 : Proﬁl de´forme´ de la membrane : α = 0, 1
(a) Re´sultats de Yang et Feng (1970)
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(b) Nos re´sultats
Figure A.4 : Extensions principales : α = 0, 1
Annexe B
Algorithme d’optimisation de Levenberg-Marquardt
Dans cette annexe, nous de´crivons l’algorithme d’optimisation que nous avons utilise´ pour
l’identiﬁcation des parame`tres mate´riels. Cet algorithme a e´te´ de´veloppe´ par Levenberg en
1944 [LEV 44] puis ame´liore´ par Marquardt en 1963 [MAR 63]. Il est le plus utilise´ dans
les proble`mes d’identiﬁcation de parame`tres mate´riels pour les expe´riences de souﬄage biaxial
[TWI 83], [BEN 93], [KYR 97].
Soit −→x = 〈xi〉i=1,m le vecteur des m parame`tres mate´riels a` optimiser.
Soit ne (ne ≥ m) paires de points expe´rimentaux hauteur-pression (hei , P ei ) pour i = 1, ne.
Soit P ci valeur de pression calcule´e par une fonction donne´e f des parame`tres
−→x et de hei (dans
notre cas, il s’agit du re´sultat du souﬄage de la membrane plane) :
P ci = f(
−→x , hei ) (B.1)
On note Ei l’erreur absolue sur P
e
i :
Ei = P
e
i − P ci (B.2)
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L’erreur au sens des moindres carre´s S est donc :
S =
ne∑
i=1
E2i (B.3)
Le proble`me consiste a` de´terminer le vecteur optimal −→x ∗ qui minimise S.
L’algorithme calcule une suite de vecteurs −→x (r) (r = 1, 2, · · · ) a` partir d’un vecteur initial−→x (0), suite qui converge vers −→x ∗. Le vecteur −→x (r+1) est calcule´ a` partir du vecteur pre´ce´dent−→x (r) par l’e´quation suivante :
−→x (r+1) = −→x (r) −
[
[J (r)]t[J (r)] + γ(r)[I]
]−1
[J (r)]
−→
E (r) (B.4)
ou` γ(r) est un parame`tre scalaire et
−→
E (r) le vecteur des erreurs 〈E1, E2, . . .〉 a` l’ite´ration (r). La
matrice [I] est la matrice identite´ d’ordre m et [J ] est la matrice jacobienne d’ordre ne×m dont
l’e´le´ment Jkl a` l’ite´ration (r) est :
J
(r)
kl =
∂Ek
∂xl
∣∣∣∣−→x=−→x (r) k = 1, ne ; l = 1,m (B.5)
Remarque : lorsque la fonction f est connue explicitement, la matrice jacobienne [J ] l’est elle
aussi ; dans le cas contraire, [J ] est e´value´e par une me´thode des diffe´rences ﬁnies.
Marquardt a montre´ qu’il existe toujours un scalaire γ(r) suffisamment grand tel que :
S(r+1) < S(r) (B.6)
ainsi, il est clair que l’algorithme est convergent meˆme pour une valeur ! mal choisie " de −→x (0).
La phase ite´rative est alors la suivante :
1. on choisit arbitrairement le scalaire γ(0) et un parame`tre u > 1 ; soit par exemple γ(0) =
0, 01 et u = 10
2. soient T (γ(r)) et T (γ(r)/u) les valeurs de S(r) lorsque γ(r) et γ(r)/u sont utilise´s dans
l’e´quation (B.4) a` l’ite´ration (r − 1), on calcule T (γ(r)), T (γ(r)/u) et S(r+1)
3. et :
(a) si T (γ(r)/u) ≤ S(r+1) alors γ(r+1) = γ(r)/u
(b) si T (γ(r)/u) > S(r+1) et T (γ(r)) ≤ S(r+1) alors γ(r+1) = γ(r)
(c) si T (γ(r)/u) > S(r+1) et T (γ(r)) ≤ S(r+1) alors on multiplie γ(r) par des puissances
entie`res successives n de u jusqu’a` ce que T (γ(r)un) ≤ S(r+1) et alors γ(r+1) = γ(r)un
4. test sur la convergence :
(a) soit
∣∣∣∣∣∣x(r+1)i − x(r)i ∣∣∣∣∣∣ < $ ∀i
(b) soit
∣∣∣∣S(r+1) − S(r)∣∣∣∣ < $′
s’il n’y a pas convergence, r est incre´mente´ de 1 et on retourne a` 2.
Remarque : dans le cas ou` γ(r) = 0, on retrouve l’algorithme de Gauss-Newton.
Annexe C
Souﬄage dynamique de membranes sphe´riques
C. 1 Introduction
Au de´but des anne´es 60, la the´orie ge´ne´rale pour la de´formation des membranes a e´te´ e´tablie
par Green et Adkins [GRE 60]. L’existence d’instabilite´s lors du souﬄage quasi-statique de mem-
branes hypere´lastiques est bien connue. De telles instabilite´s ont e´te´ observe´es expe´rimentalement
par Hart-Smith [HS 66] et Alexander [ALE 71b]. Les e´quations ge´ne´rales re´gissant le gonﬂe-
ment quasi-statique de ballons ont e´te´ re´cemment e´tudie´es dans le de´tail par Beatty [BEA 87]
et l’instabilite´ de ces e´quations a e´te´ analyse´e par Shang [SHA 91] en utilisant la the´orie des
bifurcations.
Plus re´cemment, l’inte´reˆt des auteurs s’est porte´ sur l’aspect dynamique du souﬄage, prenant
en compte les termes d’inertie. Les travaux de ce type sont re´sume´s dans [JEN 91] et [JEN 96].
L’analyse the´orique d’Akkas [AKK 78] met en e´vidence l’existence de phe´nome`nes instables lors
du souﬄage dynamique. Il faut noter que dans cette e´tude, l’auteur suppose que l’e´paisseur de
la membrane reste constante tout au long du souﬄage.
Dans cette annexe, nous de´velopperons tout d’abord les e´quations ge´ne´rales du mouvement
d’une membrane sphe´rique hypere´lastique ou viscoe´lastique. Puis nous e´tudierons dans le de´tail
le cas d’une membrane sphe´rique hypere´lastique de type Mooney soumise a` un e´chelon de pres-
sion constant (les re´sultats statiques classiques [BEA 87] seront explicite´s). Par la suite, nous
traiterons, de fac¸on beaucoup plus succincte, les proble`mes, plus complexes, du souﬄage d’une
membrane sphe´rique hypere´lastique de type Mooney soumise a` un de´bit de ﬂuide constant, et
du souﬄage d’une membrane sphe´rique viscoe´lastique de type Christensen par un e´chelon de
pression constant. Dans ces deux cas, seuls des re´sultats qualitatifs seront fournis, re´sultats
utilise´s dans le chapitre IV pour la validation du code de calcul.
C. 2 Formulation du proble`me
Dans ce premier paragraphe, les e´quations du mouvement d’une membrane sphe´rique soumise
a` une pression interne sont e´tudie´es dans le de´tail. Le comportement des mate´riaux sera mode´lise´
par les mode`les de Mooney (hypere´lastique) et de Christensen (viscoe´lastique non-line´aire).
C. 2.1 E´quations du mouvement
Soit une membrane sphe´rique d’un mate´riau e´lastique, isotrope, incompressible. Le mouve-
ment de la membrane est de´crit par les coordonne´es sphe´riques (R,Θ,Φ) dans l’e´tat non-de´forme´
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et (r, θ,φ) dans l’e´tat de´forme´. On note R0, H0 et r0, h0 le rayon moyen et l’e´paisseur de cette
membrane dans les e´tats non-de´forme´ et de´forme´, respectivement (ﬁgure C.1).
R 0
r
0
h
0
H
0
e rP e
P
i
Figure C.1 : Souﬄage d’une membrane sphe´rique. Notations
Dans la conﬁguration lagrangienne, l’e´quation ge´ne´rale du mouvement s’e´crit :∫∫∫
V0
−−→
DivΠdV0 +
∫∫∫
V0
ρ0
−→
f0dV0 =
∫∫∫
V0
ρ0
−→¨
u dV0 (C.1)
Dans cette e´quation, Π est le premier tenseur des contraintes de Piola-Khirchhoff,
−→
f0 est le
vecteur des forces de volume, ρ0 est la masse volumique (constante),
−→u est le vecteur de´placement
et V0 est le volume de la membrane non-de´forme´e.
De par la syme´trie sphe´rique, toutes les variables ne de´pendent que du rayon non-de´forme´
courant, R, et du temps, et les deux contraintes circonfe´rentielles sont e´gales. Dans ce cas :
−−→
DivΠ =
(
∂ΠRR
∂R
+
2
R
ΠRR − 2
R
ΠΘΘ
)
−→eR (C.2)
ou` −→eR est le vecteur unitaire dans la direction radiale.
On suppose que les forces de volume,
−→
f0 , sont nulles. Lors du souﬄage, la forme sphe´rique
de la membrane est pre´serve´e, alors la de´formation est e´quibiaxiale dans les directions cir-
confe´rentielles et le mouvement est uniaxial dans la direction radiale. L’e´quation (C.1) devient :
∫ R0+H02
R0−H02
(
∂ΠRR
∂R
+
2
R
ΠRR − 2
R
ΠΘΘ
)
dR =
∫ R0+H02
R0−H02
ρ0u¨dR (C.3)
Dans la direction radiale, la force lagrangienne, ΠRRdS0, agissant sur un e´le´ment de surface
de la membrane non-de´forme´e, dS0, est e´gale a` la force de pression, −PdS, agissant sur l’e´le´ment
de surface de la membrane de´forme´e correspondant, dS :
ΠRR
(
R0 +
H0
2
, t
)
dS0 = −PedS (C.4a)
ΠRR
(
R0 − H0
2
, t
)
dS0 = −PidS (C.4b)
ou` Pe et Pi sont respectivement les pressions a` l’exte´rieur et a` l’inte´rieur de la membrane.
Notons λt l’extension principale suivant l’e´paisseur, soit h0/H0, et λ = r0/R0 l’extension
principale dans la direction circonfe´rentielle. L’hypothe`se d’incompressibilite´, dV = dV0, s’e´crit
aussi : dS0 = λtdS et λtλ
2 = 1.
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Soit ∆P la diffe´rence de pression Pi − Pe, alors, en utilisant (C.4a) et (C.4b), le premier
terme de l’e´quation (C.3) devient :
∫ R0+H02
R0−H02
∂ΠRR
∂R
dR =
∆P
λt
(C.5)
Comme l’e´paisseur de la membrane est suppose´e ne´gligeable devant son rayon moyen (H0 3
R0), la seconde partie de la premie`re inte´grale de (C.3) peut s’e´crire :∫ R0+H02
R0−H02
(
2
R
ΠRR − 2
R
ΠΘΘ
)
dR =
∫ H0
2
−H0
2
(
2
R0 +H
ΠRR − 2
R0 +H
ΠΘΘ
)
dH
=
2
R0
∫ H0
2
−H0
2
(ΠRR −ΠΘΘ) dH +O
(
H0
R0
)
(C.6)
On de´ﬁnit maintenant Π∗RR et Π
∗
ΘΘ, les contraintes du premier tenseur de Piola-Khirchhoff
(dans les directions radiale et circonfe´rentielle, respectivement) inte´gre´es suivant l’e´paisseur non-
de´forme´e :
Π
∗
RR =
1
H0
∫ H0
2
−H0
2
ΠRRdH (C.7a)
Π
∗
ΘΘ =
1
H0
∫ H0
2
−H0
2
ΠΘΘdH (C.7b)
On rappelle que le vecteur de´placement d’un point de la membrane est −→u = (r −R)−→eR.
Comme l’e´paisseur est faible, ce vecteur est entie`rement de´termine´ par la position relative du
point mate´riel du rayon moyen entre les e´tats non-de´forme´ et de´forme´ :
−→u =
[
r0 −R0 +O
(
H0
R0
,
h0
r0
)]
−→eR ' R0 (λ− 1)−→eR (C.8)
Alors, la partie dynamique de (C.3) (le membre de droite) se re´duit a` :
∫ R0+H02
R0−H02
ρ0u¨dR = ρ0H0R0λ¨ (C.9)
De par l’hypothe`se de membrane, les contraintes ne varient pas dans l’e´paisseur de sorte
que :
Π
∗
RR −Π∗ΘΘ ' (ΠRR −ΠΘΘ) |R=R0 (C.10)
En utilisant les e´quations (C.5) a` (C.7b), (C.9) et (C.10), (C.3) se re´duit a` l’e´quation
diffe´rentielle du second ordre suivante :
ρ0H0R0λ¨ = ∆Pλ
2 +
2H0
R0
(ΠRR −ΠΘΘ) (C.11)
La diffe´rence des contraintes, ΠRR −ΠΘΘ, sera de´termine´e par la loi de comportement liant
les contraintes (ici, lagrangiennes) et les de´formations (ici, les extensions principales).
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C. 2.2 Loi de comportement
C. 2.2.1 Cas hypere´lastique : mode`le de Mooney
On conside`re tout d’abord un mate´riau hypere´lastique de type Mooney [MOO 40]. La fonc-
tion e´nergie de de´formation est donne´e par :
W = C [(I1 − 3) + α (I2 − 3)] (C.12)
ou` C et α sont les constantes mate´rielles et I1 et I2 les deux premiers invariants du tenseur des
dilatations de Cauchy.
Compte tenu des travaux effectue´s sur les mode`les de comportement dans ce rapport, nous
nous contentons ici de fournir l’expression de la diffe´rence des contraintes :
ΠRR −ΠΘΘ = −2C
(
λ− 1
λ5
)(
1 + αλ2
)
(C.13)
L’e´quation diffe´rentielle (C.11) devient alors :
ρ0H0R0λ¨ = ∆Pλ
2 +
4CH0
R0
(
1
λ5
− λ
)(
1 + αλ2
)
(C.14)
Pour simpliﬁer la discussion concernant l’inﬂuence des diffe´rents parame`tres de (C.14), on
de´ﬁnit les variables re´duites de temps et de pression suivantes :
τ = t
2
R0
√
C
ρ0
(C.15a)
∆p = ∆P
R0
4CH0
(C.15b)
L’e´quation (C.14) s’e´crit alors sous forme adimensionnelle :
λ¨ = ∆pλ2 +
(
1
λ5
− λ
)(
1 + αλ2
)
(C.16)
dans laquelle λ est une fonction du temps re´duit τ .
C. 2.2.2 Cas viscoe´lastique : mode`le de Christensen
Dans un second temps, on conside`re un mate´riau viscoe´lastique non-line´aire dont le com-
portement est re´gi par le mode`le de Christensen [CHR 80]. La relation contrainte - de´formation
liant les contraintes principales du premier tenseur de Piola-Khirchhoff aux extension principales
est :
Πi(t) = −p+ λi(t)
[
g0 +
1
2
∫ t
0
g1(t− u)dλi(u)
2
du
du
]
i = 1, 3 (C.17)
ou` g0 et g1(u) sont les parame`tres mate´riels, respectivement coefficient e´lastique et fonction de
relaxation.
La diffe´rence des contraintes intervenant dans (C.11) est alors :
ΠRR(t)−Πθθ(t) = g0
(
λ− 1
λ5
)
+
λ(t)
2
∫ t
0
g1(t− u)dλi(u)
2
du
du
− 1
2λ(t)5
∫ t
0
g1(t− u)dλi(u)
−4
du
du (C.18)
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En de´ﬁnissant les variables re´duites suivante pour le temps et l’e´chelon de pression :
τ = t
√
2
R0
√
g0
ρ0
(C.19a)
∆p = ∆P
R0
2g0h0
(C.19b)
ainsi que la fonction de relaxation re´duite α(u) :
α(u) =
g1(u)
g0
(C.20)
l’e´quation diffe´rentielle re´duite du mouvement de la membrane s’e´crit :
λ¨(τ) = ∆pλ2(τ) +
[
1
λ5(τ)
− λ(τ)
]
− λ(τ)
2
∫ τ
0
α(τ − u)dλ(u)
2
du
du
+
1
2λ5(τ)
∫ τ
0
α(τ − u)dλ(u)
−4
du
du (C.21)
Dans l’e´quation pre´ce´dente, la fonction de relaxation α(u) est explicite´e sous la forme αe−u/τR
et les inte´grales sont approche´es par la me´thode de Feng (me´thode que l’on explicitera pas
ici, mais qui est fournie dans le chapitre III). Cette formule de re´currence permet, apre`s
discre´tisation du temps, d’obtenir l’e´quation diffe´rentielle au temps τn en fonction des seules
grandeurs relatives a` ce temps, au temps pre´ce´dent τn−1 et du pas de temps ∆τ :
λ¨(τn) = ∆pλ
2(τn) +
(
1
λ5(τn)
− λ(τn)
)
− λ(τn)
2
[
e
−∆τ
τR I1n−1 + αe
− ∆τ
2τR
(
λ(τn)
2 − λ(τn−1)2
)]
+
1
2λ5(τn)
[
e
−∆τ
τR I2n−1 + αe
− ∆τ
2τR
(
1
λ(τn)4
− 1
λ(τn−1)4
)]
(C.22)
ou` I1n−1 et I2n−1 sont des inte´grales visqueuses calcule´es au temps pre´ce´dent τn−1 et de´ﬁnies
par :
I1n−1 =
∫ τn−1
0
α(τn−1 − u)dλ(u)
2
du
du (C.23a)
I2n−1 =
∫ τn−1
0
α(τn−1 − u)dλ(u)
−4
du
du (C.23b)
Remarque : il faut noter que dans cette e´tude le parame`tre α ne joue pas le meˆme roˆle que pour
le mode`le de Mooney. En effet, ici le re´el α repre´sente le rapport entre la composante visqueuse
et la composante e´lastique et non plus le rapport entre deux grandeurs e´lastiques.
C. 3 Re´sultats et discussion
Dans cette partie, nous analyserons successivement trois proble`mes de souﬄage. Tout
d’abord, nous e´tudierons le souﬄage d’une membrane hypere´lastique par un e´chelon de pres-
sion constant. Puis on s’inte´ressera au souﬄage de la meˆme membrane par un de´bit de ﬂuide
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constant. Et enﬁn nous traiterons le cas d’une membrane sphe´rique viscoe´lastique non-line´aire
soumise a` un e´chelon de pression constant.
Le premier cas e´tudie´ sera examine´ dans le de´tail, ce qui permettra de retrouver les re´sultats
statiques [BEA 87] et de mettre en e´vidence l’inﬂuence des diffe´rents parame`tres sur le com-
portement de la membrane. Les deux autres cas seront traite´s beaucoup plus succinctement :
compte tenu du nombre de parame`tres et de la complexite´ des e´quations, nous ne fournirons
que quelques re´sultats pour la compre´hension des phe´nome`nes.
C. 3.1 Souﬄage d’une membrane hypere´lastique par un e´chelon de pression
constant
Le souﬄage dynamique est donc e´tudie´ en re´solvant l’e´quation (C.16) pour un e´chelon de
pression constant. Dans un premier temps, nous e´tudierons l’e´quation statique associe´e. Les
re´sultats obtenus seront utilise´s par la suite lors de l’analyse dynamique.
C. 3.1.1 E´tude statique
Dans l’e´quation (C.16), le terme d’acce´le´ration est ﬁxe´ a` ze´ro et la pression devient une
fonction explicite du parame`tre mate´riel α et de l’extension principale circonfe´rentielle λ :
∆p =
(
1
λ
− 1
λ7
)(
1 + αλ2
)
(C.24)
Les courbes ∆p en fonction de λ sont pre´sente´es sur la ﬁgure C.2 pour trois valeurs diffe´rentes
de α : 0 ; 0,1 et 0,25. Ces trois courbes sont repre´sentatives des trois comportements possibles
[BEA 87].
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Figure C.2 : Souﬄage statique : pas de pression normalise´ en fonction de l’extension principale
circonfe´rentielle pour diffe´rentes valeurs de α
La courbe α = 0 repre´sente le comportement d’une membrane ne´o-hooke´enne. La pression
maximale que la membrane peut supporter pour le souﬄage statique est appele´e pression statique
critique et est note´e ∆pCS . Pour 0 < ∆p < ∆p
C
S , l’e´quation (C.24) a deux racines distinctes,
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l’une dans la partie stable de la courbe (pour λ < λCS , ou` λ
C
S correspond a` ∆p
C
S ) et l’autre
dans la partie instable (λ > λCS ). Pour ∆p > ∆p
C
S , il n’y a pas de solution re´elle a` (C.24) : la
membrane ne peut pas supporter de telles pressions. Pour ∆p = ∆pCS , la racine est double et
pour ∆p = 0, il y a deux racines re´elles distinctes en 0 et +∞.
La courbe α = 0, 1 repre´sente le cas pour lequel la courbe de souﬄage a deux parties stables
et une partie instable. Dans ce cas, 0 < α < αlimS , avec α
lim
S ' 0, 214. La courbe ∆p en fonction
de λ a deux extrema locaux : un maximum pour ∆p = ∆pCS (ce n’est pas une valeur critique,
car la membrane peut supporter des pressions plus grandes) en λ = λCS et un minimum pour
∆p = ∆pminS en λ = λ
min
S . Sur la ﬁgure C.2, on voit que pour 0 < ∆p < ∆p
min
S , l’e´quation (C.24)
a une seule racine re´elle, sur la premie`re branche stable de la courbe. Pour ∆pminS < ∆p < ∆p
C
S ,
cette e´quation a trois racines re´elles : une sur la premie`re branche stable, la deuxie`me sur la
branche instable et la dernie`re sur la seconde branche stable de la courbe. Pour des pressions plus
grandes (∆p > ∆pCS ), l’e´quation (C.24) a une racine re´elle unique, situe´e sur la seconde branche
stable de la courbe. Il faut noter que pour les cas particuliers, ∆p = ∆pminS et ∆p = ∆p
C
S , il y a
deux racines re´elles.
Sur la ﬁgure C.2, la courbe α = 0, 25 repre´sente tous les cas pour lesquels α > αlimS . Toutes
les courbes de ce type sont monotones croissantes, la fonction (C.24) est une bijection : a` toutes
les pressions de souﬄage correspond une unique racine.
C. 3.1.2 Souﬄage dynamique
L’e´quation (C.16) est re´e´crite sous la forme d’un syste`me de deux e´quations diffe´rentielles
du premier ordre : {
λ˙ = v
v˙ = ∆pλ2 +
(
1
λ5
− λ) (1 + αλ2) (C.25)
Les conditions initiales sont : {
λ (τ = 0) = λinit
v (τ = 0) = vinit
(C.26)
ou` λinit et vinit seront fournis lorsque des exemples spe´ciﬁques seront traite´s.
Avec ces conditions initiales, le proble`me (C.25) est bien pose´ et a une solution unique. Il est
re´solu par une me´thode de Runge-Kutta d’ordre 5 ou 6 (sous-programme IVPRK de la librairie
mathe´matique IMSL [IMS 87]).
Comme ∆p est constant, v peut eˆtre e´crit comme une fonction explicite de λ en multipliant
la seconde e´quation de (C.16) par vdτ et en l’inte´grant de τ = 0 a` un temps arbitraire τ .
Ceci fournit l’e´quation de conservation de l’e´nergie pour le souﬄage d’une membrane sphe´rique
[DYM 74] :
1
2
v2 − 1
2
v2init = ∆p
(
λ3
3
− λ
3
init
3
)
−
[
λ2
2
+
1
4λ4
+ α
(
λ4
4
+
1
2λ2
)]
+
[
λ2init
2
+
1
4λ4init
+ α
(
λ4init
4
+
1
2λ2init
)]
(C.27)
Dans l’e´quation pre´ce´dente, le membre de gauche est la variation d’e´nergie cine´tique, le
premier terme du membre de droite est le travail fourni par la pression de souﬄage et les
derniers termes repre´sentent l’e´nergie e´lastique de de´formation. Cette e´quation nous permet
alors d’obtenir directement les courbes du plan de phase, v en fonction de λ. Nous allons
maintenant examiner la stabilite´ line´aire de ces courbes.
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Analyse de la stabilite´ line´aire
On suppose que α et ∆p sont ﬁxe´s, les e´tats d’e´quilibre sont les points qui satisfont λ˙ = 0
et v˙ = 0 dans le syste`me (C.25). Ces points sont les couples (λe, ve) des courbes de phase ou` λe
satisfait l’e´quation (C.24) et ve = 0. Le nombre de tels points de´pend des valeurs de α et ∆p et
a e´te´ e´tudie´ dans le de´tail dans le paragraphe C. 3.1.1.
Pour examiner la stabilite´ de chaque e´tat d’e´quilibre, nous devons e´tudier l’e´quation line´arise´e
autour de cet e´tat. Cette e´quation peut s’e´crire :{
λ˙
v˙
}
= [J ]λ=λe,v=0
{
λ
v
}
(C.28)
ou` [J ] est la matrice jacobienne du syste`me (C.25) au point d’e´quilibre (λe, 0) dans le diagramme
de phase et est donne´e par :
[J ]λ=λe,v=0 =
[
0 1
Ω 0
]
(C.29)
avec :
Ω = 2∆pλe −
(
5
λ6e
+ 1
)
− α
(
3
λ4e
+ 3λ2e
)
(C.30)
L’e´quation caracte´ristique de l’e´quation matricielle (C.28) est :
det([J ]− ω[I]) = 0 (C.31)
qui, en utilisant (C.29), se re´duit a` :
ω2 − Ω = 0 (C.32)
Soient ω1 et ω2 les deux racines de l’e´quation pre´ce´dente (C.32), les formes approche´es de λ
et v au voisinage de (λe, 0) peuvent eˆtre e´crites :
λ(t) = C1e
ω1t + C2e
ω2t et v(t) = C3e
ω1t + C4e
ω2t (C.33)
dans laquelle C1, C2, C3 et C4 sont des constantes de´termine´es a` l’aide des conditions initiales.
Les deux racines, ω1 et ω2 , de´pendent du signe de Ω :
- si Ω > 0, les deux racines sont re´elles et de signes oppose´s, ω1 = −
√
Ω et ω2 =
√
Ω ;
- si Ω < 0, les deux racines sont imaginaires pures, ω1 = −i
√−Ω et ω2 = i
√−Ω ;
- si Ω = 0, ze´ro est racine double, ω1 = ω2 = 0.
La ﬁgure C.3 montre la fonction Ω (et, plus important, le signe de Ω) en fonction de
l’e´chelon de pression ∆p pour les trois valeurs de α conside´re´es dans le cas statique. De par
l’e´quation (C.33), il est e´vident que si Ω > 0, le point d’e´quilibre (λ = λe, v = 0) est instable et
est un point selle ; si Ω < 0, λ(t) et v(t) sont pe´riodiques au voisinage de (λ = λe, v = 0), qui
est alors un vortex.
La ﬁgure C.3 montre que le nombre et la stabilite´ des branches de´pend de α et ∆p. En
notant :
d∆p
dλ
∣∣∣∣
λ=λe
= − Ω
λ2e
(C.34)
on voit clairement que si Ω < 0, la (les) branche(s) ascendante(s) des courbes statiques de
la ﬁgure C.2 est (sont) stable(s). Si Ω > 0, la branche descendante des courbes statiques
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Figure C.3 : Ω en fonction de ∆p pour trois valeurs de α : (a) α = 0, (b) α = 0, 1, (c) α = 0, 25
est instable, ce qui conﬁrme les pre´ce´dentes e´tudes de stabilite´ [ALE 71b]. La ﬁgure montre
aussi l’intervalle d’existence des branches stables et instables avec les points limites de pression
correspondant aux extrema des courbes statiques.
L’analyse de stabilite´ line´aire est limite´e aux voisinages des points d’e´quilibre. Avant d’analyser
le comportement dynamique non-line´aire, on se doit d’analyser les courbes de phase pour les
trois valeurs du parame`tre α. Ces diagrammes sont trace´s sur la ﬁgure C.4.
Pour α = 0, si 0 < ∆p < ∆pCS , il y a deux points d’e´quilibre : un vortex (λv, 0) et un point
selle (λs, 0) avec λv < λs (Fig. C.3(a)). Les trajectoires correspondantes (λ, v) sont pre´sente´es
sur la ﬁgure C.4(a). Il y a des courbes ferme´es autour du vortex et ces courbes deviennent
des branches ouvertes au voisinage du point selle. Selon les conditions initiales, (λinit, vinit),
la solution peut osciller autour du vortex ou peut croˆıtre exponentiellement a` partir du point
selle. La ﬁgure C.4(b) montre les trajectoires correspondant a` ∆p > ∆pCS . Quelles que soient
les conditions initiales, la solution ne converge pas autour d’un point ﬁxe.
Les courbes de phase relatives au cas ou` il y a trois points ﬁxes sont pre´sente´es sur la
ﬁgure C.4(c) pour α = 0, 1 et ∆pminS < ∆p < ∆p
C
S . Dans ce cas, il y a deux points vortex
(λv1 , 0) et (λv2 , 0) et un point selle (λs, 0) avec λv1 < λs < λv2 (ﬁgure C.3(b)). Suivant les
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Figure C.4 : Courbes de phase (λ, v) pour trois intervalles de valeurs de α et ∆p et pour les
conditions initiales ge´ne´rales (λinit, vinit)
conditions initiales, les trajectoires peuvent eˆtre : soit deux courbes ferme´es, chacune autour
d’un des vortex, soit une seule courbe ferme´e englobant les trois points ﬁxes. Dans le premier
cas, la solution oscille autour de l’un ou l’autre des vortex. Dans le second, la solution est aussi
pe´riodique mais oscille autour des deux vortex sur une pe´riode de temps : la trajectoire tourne
autour d’un vortex puis entre dans le voisinage du point selle et continue autour de l’autre
vortex. Pour ∆p ∈ [0,∆pminS [ ∪ ]∆pCS ,+∞[, il n’y a qu’un point ﬁxe (vortex). Les trajectoires
(non trace´es sur les ﬁgures) sont alors ferme´es et centre´es en ce point quelles que soient les
conditions initiales.
Il faut noter que pour α = 0, 25 et pour toute valeur de ∆p, il n’y a qu’un point ﬁxe (vortex).
Comportement non-line´aire
Dans le paragraphe pre´ce´dent, nous avons examine´ les courbes de phase pour des conditions
initiales quelconques. Le nombre de points ﬁxes a e´te´ de´termine´ et leur stabilite´ e´tudie´e en
fonction des parame`tres de controˆle α et ∆p. On conside`re maintenant le cas physique d’une
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membrane initialement en e´quilibre, c’est-a`-dire avec les conditions initiales suivantes :{
λinit = 1
vinit = 0
(C.35)
Avec les conditions initiales (C.35), l’e´quation de conservation de l’e´nergie se re´duit a` :
1
2
v2 = ∆p
(
λ3 − 1
3
)
−
[
λ2
2
+
1
4λ4
+ α
(
λ4
4
+
1
2λ2
)]
+
3
4
(1 + α) (C.36)
Nous e´tudions tout d’abord les conditions pour lesquelles la re´ponse est pe´riodique, ce qui
correspond a` une courbe de phase ferme´e. En notant que le point initial, (1, 0), est un point
d’intersection entre l’axe v = 0 et la trajectoire, alors la trajectoire doit couper l’axe v = 0 au
moins une autre fois pour eˆtre une courbe ferme´e. Si v est mis a` ze´ro dans l’e´quation (C.36), la
relation entre ∆p et λ devient :
∆p =

(
3
λ3−1
) [
λ2
2 +
1
4λ4
+ α
(
λ4
4 +
1
2λ2
)
− 34 (1 + α)
]
(λ (= 1)
0 (λ = 1)
(C.37)
Les courbes (λ,∆p) correspondant a` (C.37) sont pre´sente´es sur la ﬁgure C.5 avec les courbes
statiques relatives a` l’e´quation (C.24), et ce pour diffe´rentes valeurs de α. Sur cette ﬁgure, les
courbes en trait plein correspondent aux lieux des solutions ou` la vitesse est nulle (v = 0) et
l’acce´le´ration non-nulle (v˙ (= 0), alors que les courbes (statiques) en pointille´s correspondent aux
lieux ou`, a` la fois, v = 0 et v˙ = 0. Il est clair d’apre`s cette ﬁgure que l’allure ge´ne´rale des courbes
(∆p,λ) est la meˆme dans les cas statique et dynamique. Il apparaˆıt une valeur du parame`tre
mate´riel, αlimD ' 0, 145 (similaire a` αlimS ), au dela` de laquelle ∆p augmente de fac¸on monotone
avec λ. La courbe α = 0 a un maximum correspondant a` une valeur critique de la pression, ∆pCD.
Pour 0 < α < αlimD , il y a trois branches, un maximum local, ∆p
C
D, et un minimum local, ∆p
min
D ,
comme dans le cas statique. Il faut noter que les valeurs critiques des parame`tres de´pendent
fortement des conditions initiales.
Il est maintenant inte´ressant d’examiner l’interde´pendance entre le comportement dynamique
et les courbes statiques, puisque ces courbes repre´sentent les points d’e´quilibre autour desquels
la solution dynamique peut osciller. Pour cela, on doit se´parer quatre intervalles pour les valeurs
de α : α = 0, 0 < α < αlimD , α
lim
D < α < α
lim
S et α > α
lim
S . On rappelle que dans le cas statique,
il n’y avait que trois intervalles : α = 0, 0 < α < αlimS et α > α
lim
S .
Nous nous sommes particulie`rement inte´resse´ aux conditions pour lesquelles un mouvement
oscillatoire apparaˆıt ; nous devons donc de´terminer la position du premier point d’intersection
λi (λi > 1), entre une courbe dynamique et la ligne horizontale repre´sentant la valeur de la
pression. Il faut noter que cette meˆme ligne horizontale coupe la courbe statique (correspondant
au meˆme α) en λe (il peut y avoir plus d’un point d’e´quilibre). La solution oscillera alors entre
λ = 1 et λi autour de λe. Les ﬁgures C.6 a` C.9 fournissent le comportement dynamique pour
quatre valeurs de α : α = 0 ; 0, 1 ; 0, 18 et 0, 25, respectivement. Chaque ﬁgure montre (a) les
courbes dynamique et statique de pression avec les points d’intersection λi et λe pour diffe´rents
intervalles de valeurs de la pression, (b) les courbes de phase correspondantes et (c) λ en fonction
du temps.
1. Quatre intervalles inte´ressants de valeur de ∆p sont montre´s sur la ﬁgure C.6.
- Pour 0 < ∆p < ∆pCD, il y a deux points d’intersection λi1 et λi2 (λi1 < λi2) entre la
courbe dynamique et la ligne horizontale, et deux points d’intersection (e´quilibre) λe1
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Figure C.5 : ∆p en fonction de λ pour les souﬄages (· · · ) statique et (—) dynamique (la valeur
de α correspondante est indique´e sur chaque courbe)
et λe2 (λe1 < λe2) pour la courbe statique. Seule la courbe ferme´e passant par λ = 1
et λi1 est trace´e sur la ﬁgure C.6(b). Dans ce cas, la membrane oscille entre l’e´tat
non-contraint (initial) et λi1 autour de l’e´quilibre stable (vortex) λi1 (ﬁgure C.6(c)) .
- Pour le cas particulier ∆p = ∆pCD, il n’y a qu’un point d’intersection λi et toujours
deux points d’intersection λe1 et λe2 . Il s’agit du cas limite ou` les deux racines de
(C.37) sont e´gales a` λi. Il faut aussi noter que λi est e´gal a` λe2 , ce dernier e´tant
un point selle. Dans ce cas, la membrane n’oscille pas et ne grossit plus : elle tend
asymptotiquement vers le point d’e´quilibre statique instable, ce qui correspond a` une
oscillation de pe´riode inﬁnie (ﬁgure C.6(b) et (c)).
- Pour ∆pCD < ∆p < ∆p
C
S , la courbe de phase est re´duite a` une courbe ouverte (ﬁg-
ure C.6(b)). La membrane se gonﬂe inde´ﬁniment (ﬁgure C.6(c)), mais, a` cause
du point selle, la courbe pre´sente un minimum local au voisinage de celui-ci (ﬁg-
ure C.6(b)).
- Pour ∆p ≥ ∆pCS , il n’y a aucun point d’intersection et les courbes de phase augmente
monotoniquement avec λ.
2. On conside`re maintenant le cas ou` α = 0, 1. Les comportements dynamiques correspon-
dants aux intervalles de valeurs inte´ressants de ∆p sont pre´sente´s sur la ﬁgure C.7. Toutes
les trajectoires sont des courbes ferme´es mais des comportements diffe´rents de gonﬂement
apparaˆıssent suivant le nombre de points d’e´quilibre pour la valeur donne´e de ∆p. On voit,
sur la ﬁgure C.7(a), que les extrema de la courbe de pression dynamique appartiennent
aussi a` la courbe statique.
- Pour 0 < ∆p < ∆pCD, il peut y avoir un, deux ou trois points d’intersection λi en-
tre la courbe dynamique et la ligne horizontale, de meˆme pour les points d’e´quilibre
(λe). Dans tous les cas, la membrane oscille entre l’e´tat non-contraint et le pre-
mier point d’intersection (plus petit des λi) autour du premier vortex (plus petit λe)
(ﬁgure C.7(b) et (c)).
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Figure C.6 : α = 0 : (a) ∆p fonction de λ pour les souﬄages statique et dynamique, (b) courbes
de phase correspondant a` λinit = 1 et vinit = 0, (c) comportement temporel de
l’extension circonfe´rentielle λ
- Pour le cas particulier ∆p = ∆pCD, la courbe dynamique intersecte la courbe statique
sur sa branche instable (ﬁgure C.7(a)), comme pour α = 0. La membrane tend
asymptotiquement vers le point selle (ﬁgure C.7(b) et (c)).
- Pour ∆pCD < ∆p < ∆p
C
S , c’est-a`-dire dans le cas ou` la pression de souﬄage se situe
entre les deux maxima, il n’y a qu’un point d’intersection loin de l’origine (intersec-
tion avec la troisie`me branche) et trois points d’e´quilibre (sur la courbe statique). La
courbe de phase correspondante est ferme´e et englobe les trois points d’e´quilibre (ﬁg-
ure C.7(b)). La membrane oscille autour de ces trois points en passant d’un vortex a`
l’autre sous l’inﬂuence du point selle : la trajectoire pre´sente une incurvation au voisi-
nage du point selle. Dans ce cas la`, les oscillations perdent leur re´gularite´ (line´arite´)
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Figure C.7 : α = 0, 1 : (a) ∆p fonction de λ pour les souﬄages statique et dynamique,
(b) courbes de phase correspondant a` λinit = 1 et vinit = 0, (c) comportement
temporel de l’extension circonfe´rentielle λ
et deviennent dissyme´triques. Cette perte de la line´arite´ n’est pas autant due a` la
grande amplitude du mouvement qu’a` la pre´sence du point selle (ﬁgure C.7(c)).
- Quand ∆p > ∆pCS , il n’y a qu’un point d’intersection avec la courbe dynamique,
comme pre´ce´demment, mais aussi un seul point d’intersection (point d’e´quilibre : vor-
tex) avec la courbe statique. La membrane oscille autour de ce vortex et la courbe de
phase ne pre´sente aucune incurvation (ﬁgure C.7(b)). Dans ce cas, la non-line´arite´ des
oscillations est due seulement a` la grande amplitude du mouvement (ﬁgure C.7(c)).
3. On conside`re maintenant le cas ou` αlimD < α < α
lim
S , par exemple avec α = 0, 18. La
ﬁgure C.8 montre le comportement pour seulement trois intervalles de valeur de ∆p. La
courbe dynamique est toujours monotone croissante (ﬁgure C.8(a)). La courbe de phase
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Figure C.8 : α = 0, 18 : (a) ∆p fonction de λ pour les souﬄages statique et dynamique,
(b) courbes de phase correspondant a` λinit = 1 et vinit = 0, (c) comportement
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est toujours ferme´e, mais sa forme de´pend de la valeur de ∆p par rapport a` la valeur
critique statique.
- Pour ∆p < ∆pminS , il n’y a qu’un point d’e´quilibre sur la premie`re branche de la
courbe statique et la membrane oscille autour de ce point.
- Pour ∆pminS < ∆p < ∆p
C
S , il y a trois points d’e´quilibre et la membrane oscille
autour des deux vortex comme le montre les ﬁgures C.8(b) et (c). Il faut noter que,
l’amplitude du mouvement e´tant faible, l’inﬂuence de l’incurvation de la courbe de
phase est dans ce cas insigniﬁante.
- Pour ∆p > ∆pCS , le cas est similaire au cas correspondant pour α = 0, 1.
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Figure C.9 : α = 0, 25 : (a) ∆p fonction de λ pour les souﬄages statique et dynamique,
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4. Pour α = 0, 25, la condition (C.37) est toujours satisfaite pour une seule racine et il n’y a
qu’un point d’e´quilibre statique. La membrane oscille dans tous les cas. Alors, la pe´riode
du mouvement est toujours ﬁnie. La ﬁgure C.9 re´sume ce comportement pour trois valeurs
de l’e´chelon de pression.
Apre`s avoir examine´ dans le de´tail les conditions sur le parame`tre mate´riel α et l’e´chelon
de pression ∆p pour lesquelles la membrane oscille, nous devons maintenant e´tudier l’inﬂuence
de ces deux parame`tres sur la pe´riode du mouvement. Nous avons pre´ce´demment montre´ que,
dans la plupart des cas, la membrane oscille et que l’amplitude du mouvement de´pend de la
valeur de la pression (pour α donne´). Les ﬁgures C.6 a` C.9(c) montrent que la pe´riode des
oscillations de´pend, elle aussi, tre`s fortement de l’e´chelon de pression. La ﬁgure C.10 montre
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les courbes liant la pe´riode re´duite T a` l’e´chelon de pression ∆p pour les quatre valeurs de α
conside´re´es pre´ce´demment. Le seul cas ou` le mouvement de la membrane devient instable est
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Figure C.10 : Inﬂuence de l’e´chelon de pression sur la pe´riode du mouvement pour diffe´rentes
valeurs de α
α = 0 (mate´riau ne´o-hooke´en) et ∆p > ∆pCD. Pour α = 0 et ∆p = ∆p
C
D, et α = 0, 1 (repre´sentant
le cas 0 < α < αlimS ) et ∆p = ∆p
C
D, la membrane tend vers un e´quilibre instable et la pe´riode
tend vers l’inﬁni. Apre`s ce point, pour α = 0, 1 et ∆p > ∆pCD, la membrane oscille a` nouveau
et la pe´riode du mouvement de´croit de fac¸on monotone. Dans toutes les autres situations, la
membrane oscille. Cependant, compte tenu de la complexite´ du syste`me diffe´rentiel, on ne
peut conclure que la pe´riode du mouvement augmente lorsque l’e´chelon de pression augmente
(ﬁgure C.6 a` C.9(c)) : pour α = 0, 25 (en fait α > αlimD ), le mouvement est toujours stable mais
la courbe de la pe´riode en fonction de l’e´chelon de pression n’est pas monotone croissante. Cette
courbe admet un maximum qui correspond au point angulaire de la courbe Ω en fonction de ∆p
sur la ﬁgure C.3(c). Pour α = 0, 18, les re´sultats sont les meˆmes car α est, la` aussi, supe´rieur
a` αlimD . Ces constatations diffe`rent de celles d’Akkas [AKK 78] qui affirme que, pour α > α
lim
D ,
lorsque ∆p augmente, la pe´riode des oscillations augmente. Cette diffe´rence semble provenir de
son hypothe`se d’e´paisseur constante tout au long du souﬄage.
C. 3.2 Souﬄage d’une membrane hypere´lastique soumise a` un de´bit de ﬂuide
constant
Dans le paragraphe pre´ce´dent, nous avons e´tudie´ le comportement d’une membrane sphe´rique
soumise a` un e´chelon de pression. Ce cas est en fait tre`s peu physique : il suppose que la
membrane est relie´e a` un re´servoir de dimension inﬁnie. Comme nous l’avons montre´ dans la
partie expe´rimentale de ce rapport (chapitre III), l’e´volution de la pression est e´troitement lie´e
a` l’e´volution de la de´formation et, peut difficilement eˆtre impose´e constante dans la re´alite´.
C’est la raison pour laquelle nous traitons maintenant le proble`me de la membrane sphe´rique
hypere´lastique soumise cette fois a` l’introduction d’un de´bit constant de ﬂuide.
Pour cela, nous reprenons l’e´quation diffe´rentielle du mouvement (C.16) dans laquelle la
pression du ﬂuide a` l’inte´rieur de la sphe`re n’est plus impose´e constante mais est relie´e au
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volume de celle-ci par la loi des gaz parfaits. En effet, en supposant que le ﬂuide injecte´ ve´riﬁe
cette loi, on peut relier la pression au volume par la relation :
pV = nRT (C.38)
ou` n est le nombre de moles de ﬂuide a` l’inte´rieur de la bulle, R la constante universelle des gaz
parfaits et T la tempe´rature.
En notant que initialement on avait :
p0V0 = n0RT (C.39)
ou` n0 est le nombre de moles contenues initialement dans la membrane, et que p = p0 + ∆p,
l’e´chelon de pression est relie´ a` l’extension principale λ et au nombre de moles n par :
∆p = p0
(
1
λ3
n
n0
− 1
)
(C.40)
En supposant que l’alimentation en gaz se fasse de fac¸on line´aire, c’est-a`-dire que n =
n0(1 + qτ), l’e´quation diffe´rentielle (C.16) devient :
λ¨ = p0
[
1
λ
(1 + qτ)− λ2
]
+
(
1
λ5
− λ
)(
1 + αλ2
)
(C.41)
Le parame`tre τ intervient maintenant explicitement dans le second membre de cette e´quation
diffe´rentielle ce qui rend difficile une analyse de´taille´e comme dans le cas pre´ce´dent. Nous nous
sommes donc contente´s d’une e´tude rapide pour les valeurs du parame`tre α mises en e´vidence
dans le paragraphe pre´ce´dent. Pour cela, la pression initiale p0 a e´te´ ﬁxe´e a` 1 et deux valeurs
du de´bit, q = 1 et q = 4, ont e´te´ conside´re´es. Les valeurs signiﬁcatives de α utilise´es sont 0 ; 0,1
et 0,25.
Les courbes de la ﬁgure C.11 illustrent les re´sultats des diffe´rents calculs apre`s e´limination du
parame`tre temps. Ces courbes pre´sentent la diffe´rence de pression entre l’inte´rieur et l’exte´rieur
de la sphe`re en fonction de l’accroissement du rayon. Elles sont compare´es aux courbes statiques
fournies par (C.24).
On voit sur ces courbes que l’ajout de l’e´quation des gaz parfaits permet l’e´limination des in-
stabilite´s en jouant un roˆle de controˆle du syste`me dynamique. Toutes les courbes dynamiques os-
cillent autour des solutions statiques correspondantes et l’amplitude des oscillations est d’autant
plus grand que le de´bit de gaz est grand.
C. 3.3 Souﬄage d’une membrane viscoe´lastique non-line´aire soumise a` un
e´chelon de pression constant
L’e´quation diffe´rentielle (C.22) est re´solue nume´riquement par la me´thode de Runge-Kutta
d’ordre 5 ou 6. Compte tenu du nombre de parame`tres et de la nature des e´quations, nous
n’avons effectue´ la` aussi qu’une e´tude succincte qualitative permettant de mettre en e´vidence
les phe´nome`nes rencontre´s.
Le temps de relaxation τR est ﬁxe´ a` 1, celui-ci ne repre´sentant qu’un facteur d’e´chelle pour la
variable temps. Deux comportements diffe´rents se de´gagent de l’e´tude des re´sultats, et ce pour
toute valeur de α : un mouvement oscillatoire amorti et un mouvement instable (accroissement
du rayon vers l’inﬁni). La nature du mouvement ne de´pend que de la valeur de l’e´chelon de
pression, ∆p.
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Figure C.11 : Souﬄage d’une membrane sphe´rique hypere´lastique sous un de´bit de gaz constant :
(· · · ) q = 4 ; (−−−) q = 1 ; (—) statique
On sait de´ja` que pour α = 0 (cas hypere´lastique ne´o-hooke´en) la valeur de la pression pour
laquelle le mouvement devient instable est de l’ordre de 0,62. Dans le cas pre´sent viscoe´lastique,
on montre que quelle que soit la valeur de α, rapport entre la composante visqueuse et la
composante e´lastique, les instabilite´s apparaˆıssent pour cette meˆme valeur de la pression.
Pour illustrer les deux comportements que nous avons mis en e´vidence, nous avons re´solu
l’e´quation diffe´rentielle (C.22) pour trois valeurs de α, 0,1 ; 1 ; 10 et pour deux valeurs de l’e´chelon
de pression 0,5 et 1, ces deux valeurs permettant d’obtenir les deux types de comportement :
oscillatoire amorti pour ∆p = 0, 5 et instable pour ∆p = 1. Les courbes de la ﬁgure C.12
pre´sentent ces re´sultats.
Pour le comportement oscillatoire, on voit que la membrane oscille autour de la solution
quasi-statique correspondant au proble`me de retard (ﬁgure C.C.12(a)) et qu’elle converge vers
cette solution d’autant plus vite que la composante visqueuse est grande (diagramme des phases
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Figure C.12 : Souﬄage d’une membrane sphe´rique de Christensen pour diffe´rentes valeurs de
α : (· · · ) α = 0, 1 ; (−−−) α = 1 ; (—) α = 10
sur la ﬁgure C.C.12(b)).
Dans le cas instable, la composante visqueuse freine l’accroissement du rayon : plus α est
grand, plus le rayon tend lentement vers l’inﬁni (ﬁgure C.C.12(c)).
Comme l’on s’y attendait, l’ajout de viscosite´ a` la loi de comportement ne´o-hooke´nne permet
de freiner les phe´nome`nes de´ja` mis en e´vidence lors de la re´solution du proble`me hypere´lastique.
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